Etude de la dynamique colisionelle des molécules N2H+ et H2O: implication sur la caractérisation des régions de formation d´étoile by Daniel, Fabien
THESE
présentée pour obtenir le titre de :
Doteur de l'Université Paris VI - Pierre et marie Curie
par
Fabien DANIEL
le 20 Février 2007
Etude de la dynamique ollisionnelle des
moléules N2H
+
et H2O : impliation sur la
aratérisation des régions de formation d'étoile
omposition du jury
Pr. Patrik Boissé Président du jury
Pr. JeanMihel Launay Rapporteur
Dr. Mario Tafalla Rapporteur
Dr. Juan Ramon Pardo Examinateur
Dr. Angeles Díaz Examinateur
Dr. MarieLise Dubernet Direteur
Dr. JeanMihel Hartmann Invité
Table des matières
Introdution i
I Collisions 1
1 Théorie des ollisions 3
1.1 Approximation de BornOppenheimer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Equations dans le référentiel Spaexed (SF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.1 Changement de référentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Equation radiale : ollision de deux moléules linéaires . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3 Conditions aux limites : as "préliminaire" de la diusion par un potentiel
entral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.4 Conditions aux limites : ollision de deux moléules linéaires . . . . . . . . . . 12
1.2.5 Setions eaes de transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Equations dans le référentiel BodyFixed (BF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Correspondane ave les équations en SF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3.2 Parité des fontions angulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.3 Equation diérentielle du mouvement radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.4 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4 Approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.4.1 Centrifugal Sudden ou Coupled States (CS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4.2 Energy Sudden (ES) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4.3 Innite Order Sudden (IOS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.4 Domaines de validité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2 Élargissement de raies par ollisions 35
2.1 Prol spetral d'une moléule nonperturbée : as d'une transition isolée . . . . . . . 35
2.2 Élargissement du prol spetral par ollisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.1 Intensité spetrale dans le formalisme de Liouville . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.2 Expression du prol spetral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Approximation d'impat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3.1 Moyenne sur les variables du bain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3.2 Setions eaes d'élargissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Bibliographie 47
II Transfert de Rayonnement 49
3 Généralités 51
3.1 Equilibre statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2 Prol Spetral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.3 Transfert de rayonnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4 Spetre disret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.4.1 Fontion soure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.4.2 Reouvrement de transitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.5 Spetre ontinu : poussières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.5.1 Caratéristiques en émission et absorption des grains . . . . . . . . . . . . . . 57
3.5.2 Distribution de tailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.6 Réponse du télesope : résolution angulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4 Méthodes de résolution 65
4.1 Grands gradients de vitesse (LVG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 Monte-Carlo (MC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2.1 Théorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2.2 Variables aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.3 Améliorations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.2.4 Comparaisons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.2.5 Test de Leiden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3 Probabilité d'éhappement ouplée (CEP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Bibliographie 75
III La moleule N2H
+
77
5 Struture Hyperne 79
5.1 Détermination des niveaux d'énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.1.1 Couplage entre le moment quadrupolaire des noyaux et le hamp életrique . 80
5.1.2 Couplage entre le moment dipolaire des noyaux et le hamp magnétique . . . 81
5.1.3 Valeurs numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5.2 Spetrosopie de N2H
+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6 Dynamique ollisionnelle de N2H
+
- He 87
6.1 Théorie : Dynamique ollisionnelle pour la struture hyperne . . . . . . . . . . . . . 87
6.1.1 Système CloseCoupling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.1.2 Méthode de reouplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
6.2 Caluls de Dynamique : setions eaes rotationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.2.1 Surfae de potentiel (SEP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.2.2 Aspet numérique : MOLSCAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.2.3 Inuene de la base rotationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.2.4 Inuene de la SEP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3 Caluls de Dynamique : setions eaes hypernes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3.1 Règles de prépondérane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3.2 Constantes de vitesse de Collision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.3.3 Approximation IOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7 Modélisation astrophysique 109
7.1 Traitement de la struture hyperne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
7.1.1 Reouvrement en fréquene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
7.1.2 Cas optiquement mine et de l'ETL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
7.2 Modélisation LVG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
7.2.1 Struture rotationnelle : inuene des taux de ollision . . . . . . . . . . . . . 113
7.2.2 Struture rotationnelle : opaité des transitions . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
7.2.3 Caratérisation des eets nonETL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
7.2.4 Rapports d'intensité entre les transitions hypernes . . . . . . . . . . . . . . . 119
7.2.5 Analyse LVG/ETL de l'émission observée dans L1517B . . . . . . . . . . . . 121
7.3 Modélisation nonloale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
7.3.1 Couplage radiatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
7.3.2 Struture en densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.3.3 Inuene des taux ave H2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
7.3.4 Anomalies d'intensité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
7.4 Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
7.4.1 Observations de N2H
+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
7.4.2 N2D
+
: observations et modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
7.4.3 Paramètres de la modélisation des nuages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
7.4.4 Inertitude sur les paramètres de la modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.4.5 Resultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.4.6 Disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
Bibliographie 145
IV La moleule H2O 147
8 Struture rotationnelle de H2O 149
8.1 Approximation du rotateur rigide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
8.1.1 Moments prinipaux d'inertie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
8.1.2 Classiation et énergies des diérentes lasses de rotateurs . . . . . . . . . . 149
8.2 Hamiltonien de H2O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.2.1 Statistique de spin : états ortho/para . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.2.2 Distortion entrifuge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
8.2.3 Rotation du referentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
8.3 Spetrosopie de H2O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
9 Dynamique ollisionnelle de H2O  H2 167
9.1 Théorie : dynamique toupie asymétrique  moléule linéaire . . . . . . . . . . . . . . 167
9.2 Caluls de dynamique : setions eaes rotationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
9.2.1 Surfae d'énergie potentielle (SEP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
9.2.2 Convergene de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
9.2.3 Inuene de la SEP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
9.2.4 Collisions ave ortho/paraH2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
9.3 Elargissement par ollisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
9.3.1 Setions eaes d'élargissement par ollision . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
9.3.2 Paramètres d'élargissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
9.3.3 Ehantillonnage de la grille en énergie : interpolation . . . . . . . . . . . . . . 181
9.3.4 Comparaison à l'expériene : transition 414321 . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
10 Modélisation astrophysique 185
10.1 Région de formation d'étoiles massives : Orion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
10.2 Observations de H2O dans Orion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
10.3 Modélisation de OrionIR2 : ontinuum IR entre 2 et 197 µm . . . . . . . . . . . . 190
10.3.1 Conditions physiques déduites de la modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.3.2 Inuene des diérentes régions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
10.4 Modélisation de OrionIR2 : transitions de H2O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
10.4.1 Caratéristiques de l'émission : géométrie du modèle . . . . . . . . . . . . . . 195
10.4.2 Réponse instrumentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
10.4.3 Résultat de la modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
Bibliographie 201
11 Conlusion 205
A Bodyxed 209
A.1 Parité et norme des fontions angulaires en BF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
A.2 Eléments de matrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
B Eléments de ouplage par le potentiel 213
B.1 Interation diatomediatome dans le référentiel SF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
B.2 Interation diatomediatome dans le référentiel BF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
B.3 Interation asymétriquediatome dans le référentiel SF . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
B.3.1 Fontions adaptées en parité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
C Expression du prol spetral en fontion de la matrie de relaxation 223
D Probabilité d'éhappement ouplée 225
E Dynamique ollisionnelle : traitement de la struture hyperne 227
E.1 Changement de Base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
E.2 Eléments de Matrie du potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
E.3 Equation radiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
E.4 Fatorisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
F Fores de raie : toupies symétriques et asymétriques 235
F.1 Toupie symétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
F.2 Toupie asymétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
F.3 Fréquenes et oeients d'Einstein des transitions de H2O . . . . . . . . . . . . . . 239
G Artiles a ommite de leture 259
G.1 Artile I : Exitation hyperne séletive de N2H
+
par He : Surfae d'énergie poten-
tielle, setions eaes et règles de prépondérene. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
G.2 Artile II : Constantes de vitesse de ollision de N2H
+
par He . . . . . . . . . . . . . 270
G.3 Artile III : Exitation de N2H
+
dans les nuages moléulaires interstellaires.
I. Modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
G.4 Artile IV : N2H
+
et N2H
+
dans les nuages moléulaires interstellaires.
II. Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
G.5 Artile V : Inuene d'une nouvelle surfae d'énergie potentielle sur la (dés)exitation
rotationnelle de H2O par H2 à basse température. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
G.6 Artile VI : Abondane de la vapeur d'eau dans Orion KL . . . . . . . . . . . . . . . 319
Liste des Figures 324
Listes des Tableaux 331
Index 334
iIntrodution
Un regard vers le iel sut pour que l'on prenne onsiene qu'en dehors de la Terre, l'espae
n'est pas vide : les étoiles, la nuit, et le soleil le jour, en sont les témoins. Notre onnaissane de la
phase plus diuse dans laquelle baignent les étoiles a quant à elle néessité de plus grands eorts :
elle a du attendre l'avènement de la spetrosopie et le début du XX
ème
sièle. L'identiation
de strutures gazeuses denses a alors permis de mieux omprendre le yle de la matière dans
l'univers. On sait aujourd'hui que les étoiles se forment à partir du milieu interstellaire, eluii se
ontratant sous l'eet de sa propre gravite. Cette ontration s'aompagne d'une augmentation de
la température du gaz et lorsque ellei atteint quelques millions de Kelvins, les toutes premières
réations thermonuléaires onvertissant l'hydrogène en hélium se produisent : une étoile est née. Au
ours de son existene, ellei n'a de esse de onvertir les atomes en atomes de plus en plus lourds
et, nalement, au terme de sa vie, elle rejette ette matière enrihie dans la phase diuse. C'est
ainsi que depuis le BigBang, l'univers voit la omposition de la matière baryonique évoluer, grâe
aux générations d'étoiles qui se suèdent : on estime aujourd'hui que dans notre Galaxie, environ
70% de la masse totale des baryons se trouve sous forme d'atomes d'hydrogènes et que 28% est sous
forme d'hélium ; les éléments plus lourds issus de la nuléosynthèse stellaire étant majoritairement
le arbone, l'azote et l'oxygène. Ajoutons que dans la Voie Latée, la gravité montre que seule 10%
de la masse est lairement identiée sous forme de baryons, le milieu interstellaire représentant 5%
de la masse ontenue dans les étoiles. La nature de la masse manquante, prinipalement présente
dans le halo galatique, est aujourd'hui sujet à débats.
La meilleure onnaissane aquise au ours du sièle passé des proessus amenant à la formation
des étoiles a onduit à de nouvelles interrogations. Depuis quelques années, l'existene de planètes
extrasolaires est avérée par les observations et aujourd'hui, on envisage que les systèmes planétaires
soient la règle plutt que l'exeption. L'avenir prohe nous dira si, parmi euxi, se trouvent des
systèmes prohes du notre et, pourquoi pas, des planètes dont les aratéristiques seraient favorables
à l'apparition de la vie, telle que nous la onnaissons. La détetion de telles planètes onstitue
l'objetif de la future mission spatiale Terrestrial Planet Finder. Cei devrait nous en apprendre
plus sur nousmêmes : il a sut de peu de temps pour que la première ellule vivante apparaisse
sur la Terre et ette failité qu'a eu la vie à émerger reste aujourd'hui inexpliquée. Néanmoins,
nous savons aujourd'hui que les onditions dans le nuage primordial jouent un rle important dans
l'évolution ultérieure amenant à la formation d'un système planétaire. Or, les observations faites
d'un grand nombre de nuages denses montrent que dans les derniers stades avant l'apparition d'une
étoile, le gaz est prinipalement onstitué de moléules dont ertaines sont très omplexes. Le degré
de omplexité atteint ? Les moléules détetées jusqu'à présent sont au nombre de 147 (hors espèes
deutérées, f. Table 1 et Table 2) et leur nombre va roissant d'années en années. Parmi elles-i,
on trouve la glyine, dont la détetion néessite néanmoins d'être onrmée. On pourrait ainsi déjà
trouver dans la nébuleuse primordiale des aides aminés, moléules struturelles des protéines. La
présene de moléules omplexes dans le nuage primordial et, pourquoi pas, des briques élémentaires
du vivant, pourrait en partie expliquer la rapidité ave laquelle la vie est apparue sur la Terre.
L'approfondissement des onnaissanes que nous avons des nuages sombres repose sur des ex-
pertises variées. Tout d'abord, elle est largement tributaire des progrès faits dans les moyens d'ob-
servations. A ourt terme, la mission spatiale Hershel et le télesope géant Alma vont ontribuer
à aner la vue que nous avons de es régions, par le biais d'observations allant de l'infrarouge
aux ondes millimétriques dont les résolutions spetrales et angulaires sont sans préédents à es
longueurs d'onde. Ensuite, l'interprétation des observations mobilise une ommunauté d'astrophy-
siiens dans des domaines divers : les études portent, entre autres, sur la modélisation de l'émis-
ii Introdution
sion des moléules dans les milieux dilués, sur la himie de es milieux ou sur la dynamique de
l'eondrement gravitationnel des nuages. Enn, es travaux néessitent un apport onsidérable de
données de physique mirosopique, solliitant ainsi spetrosopistes, himistesthéoriiens, expéri-
mentateurs ... La oordination de l'ensemble de es expertises est gérée, sur le plan national, par
le programme Physique et Chimie du Milieu Interstellaire et, sur le plan européen par le réseau
Moleular Universe.
Durant ette thèse, nous nous sommes interessés à deux moléules présentes dans le milieu
interstellaire, N2H
+
et H2O. Le diazenylium, N2H
+
, est une moléule utile à l'étude des nuages froids.
En partiulier, son abondane reste élevée en phase gazeuse à des densités où d'autres moléules
servant habituellement de traeurs sont piégées à la surfae des grains de poussière. Les observations
de N2H
+
permettent don d'estimer les aratéristiques physiques des régions les plus denses, omme
la densité de H2 ou la température du gaz. De plus, sa himie de formation est liée à N2, moléule
qui n'est pas diretement détetable dans les milieux froids et que les modèles de himie prédisent
être le prinipal réservoir d'azote. Enn, une voie de destrution pour N2H
+
est la reombinaison
életronique et ette moléule apporte don des informations sur le degré d'ionisation du milieu.
La moléule d'eau est présente dans un grand nombre de milieux astrophysiques : omètes, ré-
gions de formation d'étoiles, enveloppes irumstellaires ... et onstitue le prinipal objetif de la
mission Hershel. Dans le régions de formation d'étoiles massives, H2O ompte parmi les espèes
moléulaires les plus abondantes, après H2 et CO. Cette grande abondane lui font jouer un rle im-
portant dans l'équilibre thermique des nuages : elle partiipe de manière eae au refroidissement
du gaz, en émettant des photons dans des longueurs d'onde où les nuages sont transparents. Cei
s'aompagne d'une diminution de l'énergie thermique et inue sur la dynamique de l'eondrement
du nuage.
Au ours de ette thèse, les thèmes de reherhe abordés ont été l'étude de la dynamique olli-
sionnelle de N2H
+
et de H2O et l'analyse de l'émission observée de es moléules dans des régions
de formation d'étoiles. Les deux premières parties de e manusrit sont onsarées aux onepts
théoriques utiles à la ompréhension des hapitres suivants. Tout d'abord, la partie I présente le
formalisme quantique dans lequel on se plae pour résoudre l'équation de Shrödinger et dont les
solutions donnent notamment aès aux onstantes de vitesse de ollision. La partie II dérit la théo-
rie générale du transfert de rayonnement ainsi que les méthodes de résolutions utilisées dans le as
de transitions moléulaires et lorsque le peuplement s'eetue hors équilibre thermodynamique. Les
parties III et IV présentent ensuite le travail spéiquement eetué durant ette thèse sur N2H
+
et sur H2O ; es deux parties s'appuient sur les onepts présentés aux deux premières parties.
La partie III s'attahe à la moléule N2H
+
: tout d'abord, le hapitre 5 dérit la struture en
énergie de ette moléule dont la onnaissane est néessaire à la fois pour le travail de dynamique
ollisionnelle et pour l'interprétation des observations. Le hapitre 6 dérit le formalisme de la
dynamique ollisionnelle pour le système N2H
+
He. Chronologiquement, e travail a été le premier
eetué durant ette thèse et les taux de ollisions qui ont été obtenus ont ensuite put être utilisés
an de modéliser l'émission observée dans plusieurs nuages froids. Cette seonde étude est présentée
au hapitre 7.
La partie IV dérit le travail eetué sur H2O. Comme dans la partie préédente, le déroule-
ment s'insrit dans une approhe thématique. On notera ependant que durant la thèse, les travaux
onernant la dynamique ollisionnelle et la modélisation astrophysique ont été eetué simultané-
ment. En partiulier, ei explique pourquoi lors de la modélisation astrophysique, il n'a été fait
usage que des taux de ollision alulés pour le système H2OHe. De plus, un ertain nombre des
résultats présentés onstituent la première étape d'un travail qui est toujours en ours. Tout d'abord
le hapitre 8 dérit la struture énergétique de H2O et le hapitre 9 présente la dynamique olli-
iii
sionnelle du système H2OH2 ainsi que la détermination des paramètres d'élargissement de raie par
ollision utiles à l'étude des atmosphères planétaires ou des omètes. Enn, le hapitre 10 présente
la modélisation de l'émission de H2O en provenane du nuage d'Orion.
H2 H
+
3
(a) Composés hydrogénés
CH CH
+
C2 CH2 C2H C3 CH3 C2H2
lC3H C3H CH4 C4 C3H2 lC3H2 C4H C5
C2H4 C5H lH2C4 HC4H CH3C2H C6H C6H2 HC6H
C7H CH3C4H C8H C6H6
(b) Chaines et yles arbonés
OH CO CO
+
H2O HCO HCO
+
HOC
+
C2O CO2 H3O
+
HOCO
+
H2CO
C3O HCOOH CH2CO H2COH
+
CH3OH CH2CHO
HC2CHO C5O CH3CHO C2H4O CH2C3O CH2CHOH
CH2OHCHO CH3COOH CH3OCHO CH2CHCHO (CH3)2O CH3CH2OH
CH3CH2CHO (CH3)2CO HO(CH2)2OH CH3C6H C2H5OCH3 CO(CH2OH)2
() Moléules onstituées de C, O et H
NH CN NH2 HCN HNC N2H
+
NH3 HCNH
+
H2CN HC2N C3N CH2CN CH2NH HC3N HC2NC NH2CN
C3NH CH3CN CH2CNH CH3NC HC3NH
+
HC4N C5N CH3NH2
C2H3CN HC5N CH3C3N CH2C2HCN C2H5CN HC7N CH3C5N HC9N
HC11N
(d) Moléules onstituées de C, N et H
Table 1  Moléules détetées dans le milieu interstellaire.
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tion
N2 NO HNO N2O HNCO NH2CHO CH3CONH2 NH2CH2COOH
(a) Moléules onstituées de C, N, O et H
SH CS SO SO
+
NS SiH SiC SiN
SiO SiS HCl NaCl AlCl KCl HF AlF
CP PN CF
+
LiH H2S C2S SO2 OCS
HCS
+
-SiC2 SiCN SiNC NaCN MgCN MgNC H2CS
HNCS C3S -SiC3 SiH4 SiC4 CH3SH C5S FeO
AlNC
(b) Moléules onstituées de S, Si, ...
HD H2D
+
D2H
+
HDO CCD DCN DNC DCO
+
N2D
+
HDS D2S NH2D ND2H ND3 HDCO D2CO
HDCS CH2DOH CD2HOH CD3OH CH3OD DC3N DC5N C4D
CH2DCCH CH2DCN -C3HD
() Moléules deutérées
Table 2  Moléules détetées (12/2006) dans le milieu interstellaire et/ou les enveloppes irumstellaires.
Les moléules sont repérées suivant plusieurs ritères :
 détetées uniquement par des transitions életroniques : en italique
 des ions moléulaires : en gras
 détetées dans les nébuleuses protostellaires : en noir
 détetées uniquement dans les enveloppes irumstellaires : en rouge
 détetees à la fois dans le milieu interstellaire et les enveloppes irumstellaires : en vert
 la détetion néessite d'être onrmée : en bleu
 détetées en dehors de la galaxie : soulignées
Cette table est adaptée de elle donnée sur le site internet du programme national de Physique
et Chimie du Milieu Interstellaire (PCMI, http://www.obs.u-bordeaux1.fr/pmi/moleules/
table-mol.html) et mise à jour grâe au site : http://www.molres.org/astrohymist/
astrohymist\_ism.html
1Première partie
Collisions
3Chapitre 1
Théorie des ollisions
Les ollisions entre espèes moléulaires ou atomiques sont dérites par l'équation de Shrödinger.
Généralement, la résolution de ette équation s'eetue en deux étapes : dans un premier temps,
on onsidère les interations d'origine életrostatique liées, d'une part aux orbitales moléulaires ou
atomiques et, d'autre part, aux harges des noyaux. Cei s'eetue indépendemment de la dynamique
du système en interation et on onsidère que les positions des noyaux sont xes dans l'espae :
il s'agit alors d'une approximation ar on néglige l'inuene du mouvement des noyaux sur la
détermination des orbitales moléulaires. Cei donne alors aès à un potentiel eetif à partir
duquel, il est ensuite possible de résoudre la dynamique ollisionnelle.
Dans e hapitre, nous nous proposons d'exposer la manière dont les équations de la dynamique
ollisionnelle sont établies ainsi que les onditions requises à leur résolution. Dans un seond temps,
diérentes approximations qu'il est possible d'eetuer an de résoudre le problème sont présentées.
1.1 Approximation de BornOppenheimer
An de traiter la dynamique ollisionnelle, on établit dans un premier temps le Hamiltonien
du système quantique. Dans le as de ollisions à basse énergie, il est possible de simplier la
résolution du problème en se plaçant dans l'approximation de BornOppenheimer. Cellei revient
à supposer que le mouvement des életrons s'adapte de manière adiabatique et instantanée à un
hangement de la position des noyaux. Cette approximation est valide si l'énergie assoiée aux
noyaux est susamment faible pour que les ouplages entre les orbitales moléulaires et les fontions
d'ondes nuléaires soient négligeables.
Un grand nombre d'ouvrages traitent de l'établissement des équations de la dynamique olli-
sionnelle dans le adre de ette approximation et, on se référera par exemple aux ouvrages [11; 13℄
qui ont inspiré le ontenu de ette setion.
Le Hamiltonien d'un système onstitué de N noyaux et n életrons s'exprime :
Hˆ = TˆN + Tˆe + Vˆint (1.1)
où Vˆint ontient l'ensemble des interations d'origine oulombienne. Les opérateurs énergie inétique,
TˆN et Tˆe, sont dénis dans le référentiel du laboratoire à partir des opérateurs quantité de mouvement
px = i~∇x :
TˆN =
N∑
α=1
p2α
2Mα
= −
N∑
α=1
~2
2Mα
∇2α (1.2)
Tˆe = −
n∑
i=1
~2
2me
∇2i (1.3)
Vˆint =
e2
4πǫ0

 N∑
α=1
N∑
α′>α
ZαZα′∣∣∣~Rα − ~Rα′∣∣∣ −
N∑
α=1
n∑
i=1
Zα∣∣∣~Rα − ~ri∣∣∣ +
n∑
i=1
n∑
i′>i
1
|~ri − ~ri′ |


(1.4)
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où les indies α et i réfèrent aux oordonnées ~Rα des noyaux et ~ri des életrons et où Mα et me
sont respetivement les masses des noyaux et des életrons. Le numéro atomique du noyau α est
Zα. Dans la suite, les veteurs ~r et ~R seront utilisés pour représenter l'ensemble des oordonnées
des életrons et des noyaux. Dans le as où les positions des noyaux sont xes, le Hamiltonien du
système obéit à l'équation : (
Tˆe + Vˆint
)
Ψk(~r, ~R) = ǫk(~R)Ψk(~r, ~R) (1.5)
où ǫk(R) et Ψk(~r, ~R) sont respetivement les fontions propres et veteurs propres adiabatiques des
életrons. Ces fontions d'ondes forment une base omplète orthonormée sur laquelle on développe
les fontions d'ondes du Hamiltonien total (representation adiabatique) :
Θ(~r, ~R) =
∑
k
Φk(~R)Ψk(~r, ~R) (1.6)
L'équation de Shrödinger s'érit don :
EΘ(~r, ~R) = HˆΘ(~r, ~R) =
∑
k
(
−
N∑
α
~2
2Mα
∇2α + ǫk(~R)
)
Φk(~R)Ψk(~r, ~R) (1.7)
où E est l'énergie totale du système. Les fontions d'ondes életroniques Ψk(~r, ~R) dépendent de
la position des noyaux, e qui se traduit par une ation non nulle du Laplaien nuléaire ∇2α sur
ellesi. Cette ation aratérise la réponse des états életroniques à une variation de la position
relative des noyaux. En développant l'ation du Laplaien dans 1.7, on a
1
:
EΘ(~r, ~R) =
∑
k
[
ǫk(~R)Φk(~R)Ψk(~r, ~R)−
N∑
α
~2
2Mα
(
Φk(R)∇2αΨk(~r, ~R)
+Ψk(~r, ~R)∇2αΦk(~R) + 2
(∇αΨk(~r, ~R))(∇αΦk(~R)))] (1.9)
En multipliant à gauhe par Ψj
∗(~r, ~R) et en intégrant sur les oordonnées életroniques, on obtient,
en faisant usage des relations d'orthonormalisation des fontions d'onde életroniques
2
:
EΦj(~R) = ǫj(~R)Φj(~R) −
N∑
α
~2
2Mα
[
∇2αΦj(~R) +
∑
k
(
Φk(~R)〈Ψj(~r, ~R)|∇2α|Ψk(~r, ~R)〉
+ 〈Ψj(~r, ~R)|∇α|Ψk(~r, ~R)〉∇αΦk(~R)
)]
(1.11)
On onstate que le Hamiltonien n'est pas diagonal dans ette représentation. Cependant, les termes
horsdiagonaux (dits termes adiabatiques) aratérisant un transfert d'énergie entre noyaux et éle-
trons sont souvent très faibles par omparaison aux autres termes de l'expression. En négligeant
1
Soit deux fontion A et B d'une variable r et ∇2r le Laplaien agissant sur ette variable. On a :
∇2(AB) = A∇2B +B∇2A+ (∇A) (∇B) (1.8)
2
L'expression du produit salaire dans la représentation de Hilbert, de deux fontions de la variable ~r est :
〈Ψ|Θ〉 =
Z
r
Ψ∗ (~r)Θ (~r) d3~r (1.10)
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es termes (représentation adiabatique), on obtient que les fontions d'ondes Φj(~R) dérivant le
mouvement des noyaux sont solutions de :
E Φj(~R) =
(
TN + ǫj(~R)
)
Φj(~R) (1.12)
Cette expression orrespond à l'approximation de BornOppenheimer. Notons que les termes non
adiabatiques présents dans l'équation 1.11 traduisent la possibilité qu'il y ait une transition entre
deux états életroniques du fait d'une variation de l'énergie des noyaux. La validité de l'approxi-
mation onsistant à négliger es termes repose don sur le fait que l'énergie des noyaux est faible
devant la diérene d'énergie entre deux états életroniques. Finalement, l'approximation de Born
Oppenheimer revient à onsidérer un unique état életronique pour lequel le mouvement des éle-
trons s'adapte instantanément à une variation de la position relative des noyaux. Dans ette ap-
proximation, on ne retient don qu'un seul terme dans l'expression 1.6 des fontions d'ondes :
Θ(~r, ~R) = Φj(~R)Ψj(~r, ~R) (1.13)
1.2 Equations dans le référentiel Spaexed (SF)
Dans la setion préédente, il a été disuté de l'établissement de l'équation dérivant le mou-
vement des noyaux d'un système en interation (éq. 1.12) dans le référentiel du laboratoire et,
l'expression dérivée inlut notamment le mouvement du entre de masse du système. Or, eluii
dépend des propriétés thermodynamiques du gaz et est indépendant de la nature de l'interation
entre les moléules. Cei se reète par le fait que le potentiel d'interation s'exprime de manière
simple dans un référentiel lié aux moléules. Don, il n'est pas néessaire de prendre en ompte
le mouvement du entre de masse pour traiter la dynamique ollisionnelle et, dans ette setion,
il est montré omment on transforme l'équation 1.12 dans un référentiel lié au entre de masse
du système en interation, dit référentiel SpaeFixed (SF). A partir de l'expression du Hamilto-
nien ollisionnel obtenue dans e référentiel, on dérive ensuite l'équation diérentielle dérivant le
mouvement radial du système en ollision, la omposante angulaire étant dérite analytiquement.
Le système d'équations diérentielles alors obtenu est appelé, en dehors de toute approximation,
système CloseCoupling (CC). Enn, les onditions aux limites permettant de résoudre e système
sont posées.
1.2.1 Changement de référentiel
Une manière ommode d'eetuer le hangement de repère est d'introduire le Lagrangien,
Lˆ = TˆN − Vˆint, et de dénir les opérateurs quantité de mouvement en fontion des dérivées tempo-
relles des positions des noyaux :
Lˆ =
N∑
α=1
p2α
2Mα
− Vˆint =
N∑
α=1
1
2
Mα ~˙R
2
α − Vˆint (1.14)
Dans le as d'une ollision entre une moléule diatomique AB et d'un atome C, on dénit les
oordonnées de Jaobi suivant :
~R = ~RA − ~RB (1.15)
~r = ~RC − MA
~RA +MB ~RB
MA +MB
(1.16)
~RG =
MA ~RA +MB ~RB +MC ~RC
MA +MB +MC
(1.17)
6 Chapitre 1. Théorie des ollisions
En inversant e système et en diéreniant par rapport au temps, on obtient :
~˙RA = ~˙RG − MC
M
~˙r − µ
MA
~˙R
~˙RB = ~˙RG − MC
M
~˙r +
µ
MB
~˙R
~˙RC = ~˙RG +
MA +MB
M
~˙r
(1.18)
où m = MAMB/(MA +MB) est la masse réduite de la moléule AB et M = MA +MB +MC est
la masse totale du système. En injetant es expressions dans 1.14, on obtient :
Lˆ = 1
2
(
M ~˙RG +m~˙R+ µ~˙r
)
− Vˆint (1.19)
où µ = MC(MA +MB)/M est la masse réduite du système ollisionnel. Cei permet de aluler
les quantités de mouvement dans le nouveau système de oordonnées. On rappelle pour ela que le
moment onjugué pi de la oordonnée qi, aussi appelé impulsion généralisée , est déni par :
pi =
dLˆ
dq˙i
(1.20)
et que pour un système de partiules où toutes les fores dérivent d'un potentiel, l'impulsion gé-
néralisée s'identie simplement à la quantité de mouvement. Le Hamiltonien du système s'érit
nalement :
Hˆ = Lˆ+ 2Vˆint = P
2
G
2M
+
p2
2µ
+
P 2
2m
+ Vˆint (1.21)
Dans la suite, on ne onsidère plus le terme PG/2M orrespondant au mouvement du entre
de masse. Pour ela, l'origine du référentiel SF est positionnée au entre de masse du système,
e qui orrespond à la translation
~R′α = ~Rα − ~RG du référentiel du laboratoire. En eetuant e
hangement de variable au niveau de l'expression 1.18, on obtient que l'opérateur P 2G/(2M) disparaît
dans l'équivalent de l'équation 1.21.
Finalement, l'équation de Shrödinger indépendante du temps dérivant la dynamique ollision-
nelle dans le référentiel SF s'obtient en remplaçant les opérateurs quantités de mouvement par leurs
expressions en fontion des Laplaiens ∇2R et ∇2r :
Hˆ = − ~
2
2µ
∇2r −
~2
2m
∇2R + Vˆint (1.22)
En oordonnées sphériques, le Laplaien ∇2 s'exprime :
∇2r =
1
r
∂2
∂r2
r − 1
~2
Lˆ2
r2
(1.23)
où par ommodité, la onstante ~ a été introduite dans la dénition du moment angulaire Lˆ :
Lˆ2 = ~2
(
− 1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
− 1
sin2 θ
∂2
∂φ2
)
(1.24)
Dans le as présent, les oordonnées de Jaobi dénissent un système à 6 degrés de liberté, ave,
d'une part, le veteur
~R ≡ (R, θR, φR) dérivant l'orientation de la moléule dans l'espae, et d'autre
part ~r ≡ (r, θ, φ), indiquant la position de l'atome par rapport au entre de masse de la moléule (f.
Figure 1.1). L'opérateur moment angulaire apparaissant dans la dénition du Laplaien assoié à la
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Figure 1.1  Coordonnées polaires du repère spaexed pour la ollision d'une moléule diatomique
ave un atome. Sur ette gure et an de simplier la représentation des oordonnées, les axes sont
suessivement positionnés au niveau du noyau A puis au niveau du entre de masse de la diatomique
AB. La position réelle de l'origine du referentiel SF est le entre de masse du système ollisionnel.
moléule, noté ˆ, dérit la rotation de la diatomique dans l'espae et est appelé moment de rotation.
Le seond moment angulaire, noté lˆ, dérit la rotation de l'atome par rapport au entre de masse
de la diatomique et est appelé moment orbital . Finalement, l'équation de Shrödinger s'érit :
Hˆ = − ~
2
2mR
∂2
∂R2
R+
ˆ 2
2mR2
− ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ 2
2µr2
+ Vˆint (1.25)
Notons que dans le as où la diatomique peut être onsidérée omme rigide, on a alors que
la distane intramoléulaire R est onstante. La dépendane du Hamiltonien par rapport à ette
variable disparaît et, en introduisant le moment d'inertie I = mR2, on fait alors apparaître le
Hamiltonien de la moléule Hˆint = ˆ2/2I. Cei permet d'obtenir l'expression simpliée :
Hˆ = − ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ 2
2µr2
+Hint + Vˆint (1.26)
L'expression 1.26 est elle qui est utilisée an de traiter les ollision entre un rotateur rigide
et un atome sans struture interne. De manière plus générale, si l'on souhaite traiter un système
ollisionnel plus omplexe, il sut de remplaer le Hamiltonien Hˆint par le Hamiltonien exat de la
moléule. Par exemple, on inlura de ette manière le traitement de la vibration ou la desription de
la rotation d'une moléule polyatomique non linéaire. De manière similaire, on traitera la dynamique
ollisionnelle de deux moléules en ajoutant dans l'expression 1.26 le Hamiltonien de la seonde
moléule.
1.2.2 Equation radiale : ollision de deux moléules linéaires
Dans la setion préédente, le Hamiltonien dérivant la ollision entre une moléule linéaire et
un atome sans struture a été établi. Dorénavant, nous nous intéresserons à un système ollisionnel
onstitué de deux moléules linéaires supposées être des rotateurs rigides. Ce hoix est fait ar,
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d'une part, les équations alors dérivées permettent de retrouver elles dérivant le as des ollisions
entre une moléule linéaire et un atome (as de N2H
+
He, f. setion 6.1). D'autre part, l'extension
du formalisme au as plus omplexe des ollisions entre une moléule polyatomique et une moléule
linéaire est ensuite possible (ette extension est presentée à la setion 9.1, pour le système H2OH2).
Le développement présenté par la suite est similaire à elui exposé par Child dans le as diatome-
atome [11℄.
En règle générale et e, quelque soit le système ollisionnel traité, il est possible de dérire les
états internes des moléules sur une base d'harmoniques sphériques. Le omportement angulaire
de la fontion d'onde totale qui est fontion propre du Hamiltonien ollisionnel est alors onnu
de manière exate. On développe don la fontion d'onde totale sur une base onstituée par les
fontions d'ondes des états internes des moléules an d'obtenir l'équation dérivant le mouvement
radial relatif des deux moléules.
En notant ˆ1 et ˆ2 les moments de rotation de deux moléules, on pose, par analogie ave
l'expression 1.26 :
Hˆ = − ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ 2
2µr2
+
ˆ 21
2I1
+
ˆ 22
2I2
+ Vˆint(~r, ρˆ1, ρˆ2) (1.27)
Dans ette expression, les opérateurs ˆ 21 , ˆ
2
2 et lˆ
2
n'agissent que sur les variables angulaires et les
fontions propres de es opérateurs sont des harmoniques sphériques [12℄. On est don amené à
utiliser es fontions an de onstruire une base sur laquelle il est ensuite possible de développer
les fontions d'ondes totales. Les fontions propres devant être ommunes aux opérateurs ˆ 21 , ˆ
2
2 ,
ˆ 212 (ave ˆ12 = ˆ1 + ˆ2), Jˆ
2
et Jˆz (ave Jˆ = ˆ12 + lˆ), on utilise les règles d'addition des moments
angulaires pour onstruire les fontions de base :
YJMαl (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
m1m2
m12ml
Cj12m12j1m1j2m2C
JM
j12m12lml
Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)Ylml(rˆ) (1.28)
où l'index α est utilisé an de désigner l'ensemble des nombres quantiques j1, j2 et j12. Les fontions
YJMα l onstituent une base orthonormée vériant don :∫∫∫
YJMαl
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2)YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ = δαα′δll′ (1.29)
L'ensemble des fontions YJMα l onstitue une base omplète à partir de laquelle il est possible de
développer les solutions de l'équation 1.27 :
ΦJMαl (~r, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
α′l′
RJα′l′;αl(r)YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.30)
Ces solutions sont appelées ondes partielles du fait qu'elles orrespondent à une valeur déterminée
du moment total J . Elles sont solutions de l'équation de Shrödinger :
HˆΦJMαl (~r, ρˆ1, ρˆ2) = E ΦJMαl (~r, ρˆ1, ρˆ2) (1.31)
où E est l'énergie totale du système dans le référentiel du entre de masse.
An d'obtenir une équation pour la partie radiale, on utilise la relation d'orthonormalisation
1.29. On multiplie pour ela l'expression 1.31 par la fontion YJMα′′l′′
∗
, et on intègre ensuite sur
l'ensemble des variables angulaires. Le seond membre de l'équation 1.31 devient alors :∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2)E Φ
JM
αl (~r, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
= E
[∑
α′l′
RJα′l′;αl(r)
∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2)YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
]
= ERJα′′l′′;αl(r) (1.32)
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et le premier membre se transforme suivant :∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
[
− ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ 2
2µr2
+
ˆ 21
2I1
+
ˆ 22
2I2
+ Vˆint
]
φJMα l (~r, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
=
∑
α′l′
{[
− ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
~2l′(l′ + 1)
2µr2
+
~2j′1(j
′
1 + 1)
2I1
+
~2j′2(j
′
2 + 1)
2I2
]
RJα′l′;αl(r) δα′′α′ δl′′l′
+RJα′l′;αl(r)
∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint(~r, ρˆ1, ρˆ2)YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
}
(1.33)
On dénit ensuite les éléments de ouplage du potentiel suivant :〈
α′′l′′;J |U |α′l′;J〉 = 2µ
~2
∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ (1.34)
Ceuxi sont diagonaux par rapport au moment total J et sont indépendants de M (f. Annexe B).
A partir des expressions 1.32, 1.33 et 1.34, on obtient nalement l'équation diérentielle dénissant
le omportement radial de la fontion d'onde :[
1
r
∂2
∂r2
r + k2j′′1 j′′2
− l
′′(l′′ + 1)
r2
]
RJα′′l′′;αl(r) =
∑
α′l′
〈
α′′l′′;J |U |α′l′;J〉RJα′l′;αl(r) (1.35)
ave k2j′′1 j′′2
=
2µ
~2
(
E − ~
2j′′1 (j
′′
1 + 1)
2I1
− ~
2j′′2 (j
′′
2 + 1)
2I2
)
(1.36)
où kj′′1 j′′2 est appelé nombre d'onde. On remarque de plus que l'expression 1.35 peut être simpliée
en posant pour la fontion radiale :
RJα′l′;αl(r) =
1
r
ΨJα′l′;αl(r) (1.37)
On obtient alors l'expression nale :[
∂2
∂r2
+ k2j′′1 j′′2
− l
′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJα′′l′′;αl(r) =
∑
α′l′
〈
α′′l′′;J |U |α′l′;J〉ΨJα′l′;αl(r) (1.38)
Termes de ouplage du potentiel
En SF, le potentiel dérivant l'interation de deux moléules diatomiques peut être développé
suivant [8℄ :
Vint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) =
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r)
∑
N1N2N
CLNL1N1 L2N2 YL1N1(ρˆ1)YL2N2(ρˆ2)Y
∗
LN (rˆ) (1.39)
A partir de l'expression des fontions angulaires donnée par 1.28, on montre que les termes de
ouplage dénis par 1.34 sont (f. Annexe B et p. ex. [20℄) :∫∫∫
YJMα′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
= (4π)−
3
2
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)j
′
1+j
′
2+j12+J+l+l
′−L[j1j
′
1j2j
′
2j12j
′
12L1L2ll
′]
1
2 [L] (1.40)
×
(
j′1 L1 j1
0 0 0
)(
j′2 L2 j2
0 0 0
)(
l′ L l
0 0 0
){
l l′ L
j′12 j12 J
}

j12 j2 j1
j′12 j
′
2 j
′
1
L L2 L1


où (.) est un oeient de Wigner-3j, {.} est un oeient de Wigner-9j [34℄ et où [x] est utilisé
pour noter la quantité 2x+ 1.
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1.2.3 Conditions aux limites : as "préliminaire" de la diusion par un potentiel
entral
L'équation 1.38 dérivant le mouvement relatif des deux moléules admet une innité de solutions
pour une énergie totale donnée. Il est don néessaire d'imposer le omportement limite que doivent
vérier es solutions an que ellesi soient uniques. Les onditions aux limites sont introduites,
dans la suite de e hapitre, en onsidérant tout d'abord le as simple de la diusion d'un atome
sans struture par un potentiel entral [12℄. Cei permet de souligner la méthode à adopter qui est
ensuite appliquée au as où deux moléules linéaires sont en ollision.
Comportement asymptotique
Dans le as ou l'on onsidère un atome sans struture plongé dans un potentiel V (~r), l'équation
radiale 1.38 s'érit [12℄ : [∇2 + k2 + V (~r)]φ(r) = 0 (1.41)
Dans les onditions d'une expériene, on se trouve initialement ave un système où l'atome est libre,
.-à-d. où la distane r est susamment grande pour que le potentiel V (~r) soit nul. Dans es ondi-
tions, la fontion φ(r) s'identie à l'état de l'atome isolé qui peut être dérit par une superposition
d'ondes planes. Sans nuire à la généralité de la disussion, il est possible de ne onsidérer que l'onde
plane exp[ikz].
Après la ollision, l'état de l'atome est la superposition d'une onde transmise en exp[ikz] et
d'une onde diusée, dont la nature dépend du potentiel V (~r). Cette onde diusée doit être sortante
ave une diretion de propagation se situant à priori dans 4π stéradian. La dépendane radiale doit
don être en exp[ikr]/r où le fateur 1/r est introduit an que le ux de densité de matière soit
onservé. La diretion de propagation de l'onde, après ollision, est liée à l'anisotropie introduite
par le potentiel, et on doit don obtenir une solution pour laquelle le omportement à l'inni est de
la forme :
φ(r) ∼
r→∞
e
ikz + fk(θ, φ)
e
ikr
r
(1.42)
Dans ette expression, le fateur fk(θ, φ) ontenant la dépendane angulaire est appelé amplitude
de diusion. Pour des raisons évidentes, les solutions doivent aussi vérier :
φ(r) ∼
r→0
0 (1.43)
Par la suite, lorsque l'on disutera du omportement asymptotique des fontions radiales, on
disutera uniquement d'expressions équivalentes à 1.42. On supposera alors impliitement que les
fontions radiales vérient de plus le bon omportement à l'origine.
Potentiel Central
Dans le as d'un potentiel entral, .-à-d. à symétrie sphérique et pour lequel on a don
V (~r) = V (r), les solutions doivent être fontions propres ou bien de l'ECOC H, lˆ 2 et lˆz, ou bien de
l'ECOC H, px, py et pz. Dans le premier as, les états ont un moment inétique bien déni alors
que dans le seond, il s'agit de l'impulsion qui est dénie. En se plaçant dans le premier as, on
développe les fontions propres sur une base d'harmoniques sphériques (fontions propres ommunes
aux opérateurs lˆ 2 et lˆz ) et on dénit l'onde partielle :
φk lml(r) =
uk l(r)
r
Ylml(rˆ) (1.44)
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qui est la solution de 1.41 pour une valeur donnée du moment inétique lˆ. Le omportement radial
est don donné par les solutions de :[
− ~
2
2µ
d
2
dr2
+
~2l(l + 1)
2µr2
+ V (r)
]
uk l(r) =
~2k2
2µ
uk l(r) (1.45)
Pour r grand, le terme entrifuge et le potentiel deviennent négligeables, et, les solutions vérient
don l'équation simpliée : [
d
2
d r2
+ k2
]
uk l(r) ∼
r→∞
0 (1.46)
A partir de ette expression, on obtient que le omportement asymptotique des solutions est donné
par :
uk l(r) ∼
r→∞
sin(kr − l π
2
+ δl) =
il+1
2
e
−δl
[
e
−ikr − (−1)l e2iδl eikr
]
(1.47)
Dans ette solution, on a fait apparaître le terme de déphasage exp[2iδl] an d'obtenir une expression
semblable a 1.42.
Les solutions de l'équation 1.45 s'obtiennent ensuite en onsidérant l'ensemble des valeurs a-
essibles à l, soit :
φ(r) =
∑
l ml
al ml φk lml(r) (1.48)
où les oeients alml sont hoisis an que l'onde inidente soit une onde plane de ux unité (f. ex-
pression 1.42). En onsidérant, d'une part, le développement de l'onde plane en onde
sphérique [12℄ :
e
ikz =
∞∑
l=0
il
√
4π[l] jl(kr)Yl 0(rˆ) (1.49)
et d'autre part, le omportement asymptotique de la fontion de Bessel sphérique :
jl(ρ) ∼
r→∞
1
ρ
sin(ρ− l π
2
) (1.50)
on obtient à partir des expressions 1.44, 1.47 et 1.48 :
φ(r)− eikz =
∑
l ml
[
al ml
uk l(r)
r
Ylml(rˆ)− il
√
4π[l] jl(kr)Yl ml(rˆ) δml 0
]
∼
r→∞
∑
l ml
il+1
2
{
e
−ikr
r
[
alml e
−iδl − il
√
4π[l]
k
δml 0
]
− (−1)l e
ikr
r
[
alml e
iδl − il
√
4π[l]
k
δml 0
]}
Ylml(rˆ) (1.51)
Le omportement à l'inni donné par l'expression 1.42 impose que le terme en fateur de l'onde
onvergente
3
soit nul. On hoisit alors les oeients al ml du développement 1.48 an que ette
ondition soit vériée e qui donne, en onsidérant le premier terme de l'expression préédente :
al ml = i
l
√
4π[l]
k
e
iδl δml 0 (1.52)
3
Dans la suite, on nommera onde onvergente la fontion exp [−ikr] /r et onde divergente la fontion exp [ikr] /r.
12 Chapitre 1. Théorie des ollisions
En onsidérant le seond terme de l'expression 1.51, on obtient nalement pour le omportement
asymptotique de φ(r) :
φ(r) ∼
r→∞
e
ikz + f(θ)
e
ikr
r
ave f(θ) =
∑
l
√
4π[l]
2k
i
[
1− e2iδl
]
Yl 0(rˆ) (1.53)
On remarquera que dans ette dernière expression, l'amplitude de diusion est indépendante de
l'angle azimutal φ : la diretion de propagation de l'onde inidente étant suivant z, le problème
est invariant par rotation autour de l'axe Oz. Cette symétrie du problème impose de plus que les
fontions d'onde soient indépendantes du nombre quantique ml lié à la projetion du moment orbital
sur l'axe Oz.
Pour traiter le as plus général où le potentiel est anisotrope et où les moléules possèdent des
degrés de liberté interne, il est ommode de dénir la matrie de diusion S. L'une des propriétés de
ette matrie est qu'elle est diagonale par rapport au moment angulaire total J (orrespondant ii à
l). En rappelant l'expression 1.47, obtenue pour le omportement asymptotique de l'onde partielle,
on dénit les éléments matriiels S Jα′;α à partir des termes en fateur de l'onde divergente (à un
fateur de phase près). Dans ette notation α et α′ désignent respetivement le anal4 initial et le
anal nal : ette notation est ii utilisée par antiipation de e qui sera vu par la suite, ar, l'atome
étant sans struture, on a α ≡ l. De plus, dans le as présent, les transitions sont uniquement de
nature élastique en raison du fait que le potentiel est isotrope et l'on a S lα ;α = exp[2iδl]. De manière
similaire, on dénit la matrie de transition T dont les éléments vérient :
T Jα′ ;α = i
[
SJα′ ;α − δαα′
]
(1.54)
On verra par la suite qu'il est intéressant de dénir ette matrie an de rendre plus onises les
expressions des amplitudes de diusion.
1.2.4 Conditions aux limites : ollision de deux moléules linéaires
Le as du potentiel entral présenté dans la setion préédente permet de souligner la méthode
permettant de dénir le omportement asymptotique que doivent vérier les solutions de l'équation
de Shrödinger. La démarhe est similaire dans le as plus général où l'on onsidère deux moléules
possédant des degrés de liberté de rotation.
Tout d'abord, nous rappelons ertaines des expression obtenues à la setion 1.2.2 et qui seront
utiles à la disussion qui va suivre. A la setion 1.2.2, il a été vu qu'en dénissant une base de
fontions propres ommunes aux opérateurs ˆ 21 , ˆ
2
2 , ˆ
2
12, lˆ
2
, Jˆ 2 et Jˆz suivant :
YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
m1m2
m12ml
Cj12m12j1m1 j2m2 C
J M
j12m12 lml
Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)Yl ml(rˆ) (1.55)
on dénit un développement en ondes partielles :
ΦJ Mα l (~r, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
α′ l′
1
r
ΨJα′l′;α l(r)YJ Mα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.56)
A partir de es ondes partielles, on détermine les solutions de l'équation diérentielle 1.38 pour
lesquelles les états initiaux des deux moléules sont donnés. En notant j1m1 et j2m2 es états, on
4
Dans la suite, on nommera anal un état bien déni du système quantique qui est alors repéré par un ensemble de
nombres quantiques. Les nombres quantiques néessaires pour dénir sans ambiguïté l'état du système sont obtenus
à partir des opérateurs onstituant l'ECOC.
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obtient l'expression :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
j12 l J M
Aj12 l J Mj1m1, j2m2 Φ
J M
α l (~r, ρˆ1, ρˆ2) (1.57)
qui est similaire à l'expression 1.48 de la setion préédente.
Il reste à déterminer les oeients Aj12 l J Mj1m1, j2m2 de ette expansion qui permettent de vérier le
omportement asymptotique requis. Par analogie ave e qui a été obtenu dans le as du potentiel
entral (f. éq. 1.47), on impose que le omportement asymptotique de ΨJα′l′;α l(r) soit tel que :
ΨJα′l′;α l(r) ∼r→∞ δαα′ δll′ e
−ikαr − i−l−l′
√
kα
kα′
SJα′l′;α l e
ikα′r
(1.58)
Dans le as présent, l'onde inidente dépend des états j1m1 et j2m2 des deux moléules. De
plus et omme préédemment, on suppose que ette onde se propage dans une unique diretion e
qui amène à la aratériser en fontion d'une onde plane. An de dénir ette onde inidente, il est
ommode d'introduire dans un premier temps la relation inverse de 1.55. En faisant ela, on tient
notamment ompte du fait que dans le développement de l'onde plane donné par 1.49, la projetion
du moment orbital est nulle et on érit alors :
Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)Yl 0(rˆ) =
∑
j12 J M
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0 YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.59)
A partir de ette relation et du omportement asymptotique de l'onde plane obtenu à partir des
relations 1.49 et 1.50, on obtient que le omportement asymptotique de l'onde inidente vérie :
e
ikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) ∼r→∞√
π
ikαr
∑
j12 l J M
[l]
1
2
[
e
ikαr − (−1)l e−ikαr
]
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0 YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.60)
On détermine ensuite les oeients Aj12 l J Mj1m1, j2m2 apparaissant dans le développement de la fontion
d'onde totale e qui orrespond à l'étape donnée par l'équation 1.51 de la setion préédente. On
eetue pour ela la diérene entre la fontion d'onde 1.57 que l'on développe en utilisant les
relations 1.56 et 1.58, et l'onde inidente donnée par 1.60 :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2)− eikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) (1.61)
∼
r→∞
∑
j12 l J M
{
Aj12 l J Mj1m1, j2m2
∑
α′l′
1
r
[
δαα′ δll′ e
−ikαr − i−l−l′
√
kα
kα′
SJα′l′;α l e
ikα′r
]
YJ Mα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
−
√
π
ikαr
[l]
1
2
[
e
ikαr − (−1)l e−ikαr
]
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0 YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
}
∼
r→∞
∑
j12 l J M
∑
α′l′
{
e
−ikαr
r
δαα′ δll′
[
Aj12 l J Mj1m1, j2m2 +
√
π
ikα
[l]
1
2 (−1)l Cj12m1+m2j1m1 j2m2 CJ Mj12m1+m2 l 0
]
− e
ikα′r
r
[
Aj12 l J Mj1m1, j2m2 i
−l−l′
√
kα
kα′
SJα′l′;α l +
√
π
ikα
[l]
1
2Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0 δαα′ δll′
]}
×YJMα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
Comme préédemment, on obtient les oeients Aj12 l J Mj1m1, j2m2 en imposant que le terme en fateur
de l'onde onvergente soit nul :
Aj12 l J Mj1m1, j2m2 =
i
√
π
kα
[l]
1
2 (−1)l Cj12m1+m2j1m1 j2m2 CJ Mj12m1+m2 l 0 (1.62)
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En utilisant ette expression que l'on réintroduit dans l'équation 1.61, on obtient le omportement
asymptotique de la fontion d'onde totale :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) ∼r→∞ e
ikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) (1.63)
+
∑
j12 l J M
∑
α′l′
il−l
′
√
π
kα kα′
[l]
1
2Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0T
J
α′l′;αl YJ Mα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
e
ikα′r
r
où l'on a introduit les éléments de la matrie de transition dénis par :
T Jα′l′;α l = i
[
δαα′ δll′ − SJα′l′;α l
]
(1.64)
En utilisant l'expression 1.55 dérivant le omportement angulaire de la fontion d'onde totale, on
réérit l'équation 1.63 sous la forme :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) ∼r→∞ (1.65)
e
ikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) +
∑
j′1 j
′
2
m′1m
′
2
f(j′1m
′
1j
′
2m
′
2; j1m1j2m2|rˆ)Yj′1m′1(ρˆ1)Yj′2m′2(ρˆ2)
e
ikα′r
r
où l'on a fait apparaître l'amplitude de diusion dénie par :
f(j′1m
′
1j
′
2m
′
2; j1m1j2m2|rˆ) = (1.66)∑
j12 l
j′12 l
′
∑
J M
ml′m
′
12
il−l
′
√
π
kαkα′
[l]
1
2 Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′m′l
T Jα′l′;α lYl′m′l(rˆ)
Cette expression est essentiellement similaire à l'expression (36) obtenue par Heil [22℄. Les deux
expressions dièrent ependant sur le hoix de la phase des éléments de la matrie de transition,
ette diérene provenant des dénitions respetives adoptées pour les fontions angulaires (donnée
par 1.55 dans le as présent et par l'équation (3) pour Heil) et du hoix de l'ordre dans lequel
on ouple les moments lˆ et ˆ12. La orrespondane entre les éléments de la matrie de transition
T Jα′l′;α l obtenus dans le as présent et les éléments T
JM(j′1j
′
2j
′
12l
′|j1j2j12l) denis par Heil est alors :
T Jα′l′;α l ≡ (−1) j12+j
′
12+l+l
′
T JM(j′1j
′
2j
′
12l
′|j1j2j12l).
On notera de plus qu'à partir de l'expression 1.66, et en posant j2 = 0 et m2 = 0, on retrouve
l'expression initialement dérivée par Arthurs & Dalgarno [1℄ dans le as de ollisions entre un atome
et une moléule linéaire :
f(j′1m
′
1; j1m1|rˆ) =
∑
JM
∑
l l′ml′
√
π
kαkα′
[l]
1
2 il−l
′
CJ Mj1m1 l 0 C
J M
j′1m
′
1 l
′ml′
T Jα′l′ ;α lYl′ml′ (rˆ) (1.67)
1.2.5 Setions eaes de transition
Lors d'une expériene, il est possible d'avoir aès au ux de partiules diusées, ette quantité
pouvant être déterminée ou bien par unité d'angle solide ou bien pour l'ensemble de l'espae. Si l'on
s'intéresse à une transition imi → j mj , on dénit alors la setion eae diérentielle, liée aux
ux par unité d'angle solide, à partir de l'amplitude de diusion dénie auparavant (f. p. ex. [11℄) :
dσimi ; j mj
dΩ
=
kj
ki
|f(imi ; j mj|rˆ)|2 (1.68)
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La setion eae totale s'obtient ensuite en intégrant la setion eae diérentielle sur 4π stéra-
dians, soit :
σimi ; j mj =
kj
ki
∫
4π
|f(imi ; j mj|rˆ)|2 drˆ (1.69)
Dans la pratique, il est ourant de dénir des setions eaes indépendantes des sous niveaux
Zeeman. En eet, es sous niveaux sont spetrosopiquement indisernables en l'absene de hamps
életromagnétiques et les données expérimentales ne permettent don pas toujours d'avoir aès aux
setions eaes entre es sous niveaux. On dénit alors la setion eae totale :
σi ; j =
1
gi
∑
mimj
σimi ; j mj (1.70)
où gi est le poids statistique du niveau initial.
Finalement, on voit à partir de es expressions que les setions eaes s'obtiennent de manière
simple à partir de l'expression de l'amplitude de diusion, ette dernière quantité ontenant l'en-
semble de l'information néessaire à l'interprétation des expérienes. Dans la suite, on prend don
le parti de disuter les ollisions en terme d'amplitudes de diusion.
Bilan détaillé ; onstantes de vitesse de ollision
Une propriété vériée par les setions eaes et provenant de l'unitarité de la matrie de
diusion est [11℄ :
k2i σi;j = k
2
j σj;i (1.71)
Cette équation est appelée relation de bilan détaillé.
Si l'on s'intéresse à un gaz peu dense, les transitions d'état à état dues aux ollisions entre les
moléules du gaz vont dépendre statistiquement de ollisions binaires se produisant à des énergies
inétiques déterminées par la température du milieu T . On eetue don une moyenne des setions
eaes, en onsidérant une distribution d'energie inétique et, en règle générale, on utilise la
statistique de Boltzmann : ei dénit les onstantes de vitesse de ollision :
Ri;j =
√
8kBT
πµ
1
(kBT )2
∫
σi;j(Ec)Ec exp
[
− Ec
kBT
]
dEc (1.72)
La relation de bilan détaillé 1.71 se transpose alors en une propriété équivalente pour les onstantes
de vitesse de ollision :
Ri;j =
gj
gi
exp
[
−Ej − Ei
kBT
]
Rj;i (1.73)
1.3 Equations dans le référentiel BodyFixed (BF)
Il est possible de développer les équations de la dynamique des noyaux en se plaçant dans un
référentiel lié au système moléulaire, dit référentiel BodyFixed (BF). Dans e référentiel, on hoisit
omme axe de oordonnée le veteur reliant les entres de masse des deux moléules en ollision. Ce
référentiel tourne ave le système e qui a pour eet de faire apparaître de manière expliite dans
l'expression de l'équation du mouvement radial les termes dus à la fore de Coriolis. Par la suite,
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l'approximation Coupled Sates est introduite en négligeant es termes e qui entraîne une rédution
du nombre de fonions d'ondes ouplées dans le système d'équations diérentielles.
Les référentiels SF et BF sont obtenus, l'un par rapport à l'autre, par une rotation (f. Fi-
gure 1.2). A partir des oordonnées polaires du veteur ~r = (r, θ, φ) en SF, on obtient le repère
BF en appliquant une rotation dont les angles d'Euler sont (φ, θ, 0). Le repère BF d'axes (x′, y′, z′)
ainsi déni sera tel que l'axe z′ passe par les entres de masse des deux moléules. Dans e nouveau
système, on a alors ~r′ = (r, 0, 0).
An de dénir une base à partir de laquelle on développe les fontions d'ondes, on onsidère
généralement plusieurs observables dénissant un ECOC, l'ation de l'ensemble de es observables
permettant de dénir de manière univoque les fontions d'ondes. On lève ainsi les dégénéresenes
éventuelles en s'assurant qu'à un ensemble de valeurs propres donné, il ne orrespond qu'une unique
fontion d'onde. Dans le as du référentiel SF, l'ECOC est onstitué en hoisissant les opérateurs
ˆ 21 , ˆ
2
2 , ˆ
2
12, lˆ
2
, Jˆ 2 et Jˆz. Dans le as du référentiel BF, l'opérateur lˆ
2
ne onstitue plus un bon
observable et on remplae et opérateur par Jˆz′ . On notera de plus que dans le référentiel BF, la
projetion sur z′ de l'opérateur lˆ est toujours nulle (ar ~l = ~r ′ ⊗ ~p ′), e qui permet d'identier
Jˆz′ = ˆ12z′ .
An de souligner le lien existant entre les référentiels SF et BF, on adopte dans la suite un point
de vue où les fontions de base sont dénies à partir des fontions de base en SF, auxquelles on
applique une rotation du système de oordonnées. Cei amène à dénir une transformation unitaire
reliant les deux référentiels à partir de laquelle les expressions en BF peuvent être obtenues. Ce qui
est présenté par la suite s'inspire du livre de Zhang [35℄.
1G
rθ
ϕ
z
x
y
G2
1G
r
z
x
y
ϕ
θ
G2
y’
x’
z’
Figure 1.2  Transformation du référentiel SF ≡ (x, y, z) vers le référentiel BF ≡ (x′, y′, z′) par une
rotation d'angles d'Euler (φ, θ, 0). Les entres de masse des deux moléules sont G1 et G2 et ~r est le
veteur reliant es deux points.
1.3.1 Correspondane ave les équations en SF
Dans la suite les fontions angulaires en BF sont indexées à partir du nombre quantique Ω assoié
à l'opérateur ˆ12 z′ . Les fontions angulaires, en BF ou en SF, dénissent des bases omplètes. On
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sait don à priori que les fontions angulaires en BF, notées YJ MαΩ doivent être reliées aux veteurs
de base en SF, .-à-d. YJ Mα l , par la relation de fermeture :
YJ Mα l =
∑
Ω
AJ MαΩ YJ MαΩ (1.74)
De manière indépendante, si l'on eetue une rotation
5
des veteurs de base dénis en SF :
YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
Ω
DJΩM (Rˆ)YJ Ωα l
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.75)
on voit qu'ave le hoix Rˆ = (φ, θ, 0), le système de oordonnées initial s'identie au référentiel BF
(f. Figure 1.2) et on a alors rˆ′ = (0, 0). En onsidérant de plus l'expression des fontions YJMα l
donnée par 1.55 et ave :
Ylml(0, 0) =
√
[l]
4π
δml 0 (1.76)
on obtient :
YJ Ωα l
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
=
∑
m1m2
Cj12 Ωj1m1 j2m2 C
J Ω
j12 Ω l 0 Yj1m1(ρˆ
′
1)Yj2m2(ρˆ
′
2)
√
[l]
4π
(1.77)
où la sommation surm12 a été eetuée en tenant ompte du fait que le oeient de ClebshGordan
Cj3m3j1m1 j2m2 est nul si m1 +m2 6= m3. A partir de ette expression et de 1.75, on obtient :
YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
Ω
√
[l]
4π
CJ Ωj12 Ω l 0D
J
ΩM (Rˆ)
∑
m1m2
Cj12 Ωj1m1 j2m2Yj1m1(ρˆ
′
1)Yj2m2(ρˆ
′
2) (1.78)
En identiant les termes de ette expression ave eux de 1.74, on trouve pour les fontions d'ondes
en BF :
Y˜JMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
= DJΩM (Rˆ)
∑
m1m2
Cj12 Ωj1m1 j2m2 Yj1m1(ρˆ
′
1)Yj2m2(ρˆ
′
2) (1.79)
On renormalise es fontions an de dénir une base orthonormale pour les fontions angulaires.
On dénit don les fontions normées (f. Annexe A) :
YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
=
√
[J ]
4π
Y˜JMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.80)
pour lesquelles on dénit la transformation unitaire :
YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
Ω
√
[l]
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0 YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.81)
De manière similaire, on montre que la relation unitaire inverse permettant de transformer les
fontions du référentiel SF en des fontions du référentiel BF est :
YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
=
∑
l
√
[l]
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0 YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.82)
5
On dénit une rotation du système de oordonnées à partir des angles d'Euler
~R = (α, β, γ). On eetue tout
d'abord une première rotation d'un angle α autour de l'axe ~z du repère (~x, ~y, ~z) . Le nouveau référentiel est (~x1, ~y1, ~z1).
On applique ensuite une seonde rotation d'angle β par rapport au veteur ~y1 et le référentiel obtenu est noté
(~x2, ~y2, ~z2). Enn, le référentiel (~x
′, ~y ′, ~z ′) est obtenu en eetuant une dernière rotation d'angle γ par rapport à
l'axe ~z2.
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En toute rigueur, il reste à vérier que ette dénition des fontions d'ondes est onsistante ave le
hoix de AJ MαΩ , e dernier fateur devant être égal au produit salaire des fontions d'ondes en BF
et SF. On renvoie aux artiles de J.-M. Launay [23; 24℄ pour une démonstration de e résultat.
Les transformations 1.81 et 1.82 dérivent les transformations de veteurs. L'équivalent de 1.82
pour la transformation d'éléments de matrie est [22℄ :
MJα′ Ω′ ;αΩ =
∑
l l′
[ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0MJα′ l′ ;α l (1.83)
1.3.2 Parité des fontions angulaires
An de dénir les fontions d'ondes, on est amené à onsidérer les symétries du système physique.
Dans le as d'une ollision, le système doit être invariant par rapport à un renversement du système
d'axes e qui implique que les fontions d'ondes doivent être fontions propres de l'opérateur parité
Π : ~r → −~r. Cei est vérié pour les fontions d'ondes en SF. En eet, à partir de la relation [34℄ :
ΠYLM (θ, φ) = YLM (π − θ, φ+ π) = (−1)L YLM (θ, φ) (1.84)
on obtient aisément que :
ΠYJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) = (−1) j1+j2+l YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.85)
où ǫ = (−1) j1+j2+l est la parité de la fontion d'onde. A partir de la relation 1.82, on détermine
que l'ation sur les fontions angulaires dénies en BF est :
ΠYJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
=
∑
l
√
[l]
[J ]
CJΩj12 Ω l 0 (−1) j1+j2+l YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (1.86)
En utilisant le fait que [34℄ :
Cj3m3j1m1 j2m2 = (−1) j1+j2−j3 C
j3−m3
j1−m1 j2−m2
(1.87)
et à partir de 1.82 et 1.86, on onstate que l'ation de l'opérateur parité sur les fontions YJMαΩ est :
ΠYJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
= (−1) j1+j2+j12−J
∑
l
√
[l]
[J ]
CJ−Ωj12−Ω l 0 YJMα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)
= (−1) j1+j2+j12−J YJMα−Ω
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.88)
Les fontions YJMαΩ ne sont don pas fontions propres de l'opérateur parité. On onstruit alors les
fontions angulaires adaptées en parité, YJMǫαΩ , suivant (f. Annexe A) :
YJM ǫα Ω¯ =
1√
2(1 + δΩ¯ 0)
(
YJMα Ω¯ + (−1) j1+j2+j12−J ǫYJMα−Ω¯
)
(1.89)
où Ω¯ = |Ω| et où ǫ = ±1 est la valeur propre de l'opérateur parité assoiée à la fontion propre YJM ǫαΩ .
A partir de es fontions dérivant le omportement angulaire, on onstruit les ondes partielles :
ΦJM ǫαΩ¯ (~r
′, ρˆ′1, ρˆ
′
2) =
∑
α′ Ω¯′
1
r
ΨJα′Ω¯′;α Ω¯(r)YJM ǫα′ Ω¯′ (rˆ′, ρˆ′1, ρˆ′2) (1.90)
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1.3.3 Equation diérentielle du mouvement radial
Le Hamiltonien dans le référentiel BF est obtenu à partir de son expression en SF (f. éq. 1.27),
par une rotation du système de oordonnées. En travaillant ave les opérateurs, ette transformation
s'exprime suivant : HBF = R−1HSF R, où HSF est donné par 1.27 et où R est l'opérateur dérivant
la rotation. On montre alors que lors de ette transformation [27℄, l'expression de HBF est similaire
à elle de HSF , la diérene étant que les expressions des opérateurs sont dénies en fontion des
angles exprimés par rapport aux axes du référentiel BF. Dans le as du référentiel BF, il faut alors
onsidérer ave prudene la partie entrifuge du Hamiltonien en raison de son ation sur les fontions
angulaires : en eet, es fontions ne sont alors plus fontions propres de l'opérateur lˆ 2. L'ation de
et opérateur sur les fontions YJM ǫ
α Ω¯
est alulée en déomposant lˆ 2 suivant [35℄ :
lˆ 2 = (Jˆ − jˆ12)2 = Jˆ 2 + jˆ212 − 2 jˆ12z′ Jˆz′ −
(
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
)
(1.91)
A partir de ette relation, on détermine que les éléments de matrie sont, dans la notation de Dira
(f. Annexe A) :〈
j12 Ω¯ JMǫ
∣∣∣[Jˆ+jˆ−12 + Jˆ−jˆ+12]∣∣∣ j12 Ω¯− 1JMǫ〉 = ~2√1 + δΩ¯ 1 α−JΩ¯ α−j12Ω¯〈
j12 Ω¯ JMǫ
∣∣∣[Jˆ+jˆ−12 + Jˆ−jˆ+12]∣∣∣ j12 Ω¯ + 1JMǫ〉 = ~2√1 + δΩ¯ 0 α+JΩ¯ α+j12Ω¯ (1.92)〈
j12 Ω¯ JMǫ
∣∣∣[Jˆ2 + jˆ212 − 2jˆ12z′ Jˆz′]∣∣∣ j12 Ω¯JMǫ〉 = ~2 [J(J + 1) + j12(j12 + 1)− Ω¯2]
An de déterminer l'équation dérivant le omportement radial, on utilise une proédure similaire
à e qui a été présenté pour le référentiel SF à la setion 1.2.2. En utilisant les expressions préédentes
dérivant l'ation du moment orbital, on obtient :∫
drˆ′ dρˆ′1 dρˆ
′
2 YJM ǫ ∗α′′ Ω¯′′ Hˆ ΦJM ǫα Ω¯
=
∫
drˆ′ dρˆ′1 dρˆ
′
2 YJMǫ ∗α′′ Ω¯′′
[
− ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ 2
2µr2
+
jˆ 21
2I1
+
jˆ 22
2I2
+ Vˆint
]∑
α′Ω¯′
1
r
ΨJα′Ω¯′;α Ω¯ YJMǫα′Ω¯′
=
[
− ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
j′′1 (j
′′
1 + 1)
2I1
+
j′′2 (j
′′
2 + 1)
2I2
+
~2[J(J + 1) + j′′12(j
′′
12 + 1)− Ω¯′′ 2]
2µr2
] ΨJ
α′′Ω¯′′;αΩ¯
r
− ~
2
2µr2
[√
1 + δΩ¯′′ 1 α
−
J Ω¯′′
α−
j′′12 Ω¯
′′
ΨJ
α′′ Ω¯′′−1;α Ω¯
r
+
√
1 + δΩ¯′′ 0 α
+
J Ω¯′′
α+
j12 Ω¯′′
ΨJ
α′′ Ω¯′′+1;α Ω¯
r
]
+
∑
α′Ω¯′
∫
drˆ′ dρˆ′1 dρˆ
′
2
{
YJMǫ ∗α′′ Ω¯′′ Vˆint YJMǫα′ Ω¯′
} ΨJ
α′Ω¯′;α Ω¯
r
(1.93)
Finalement, en dénissant les éléments de matrie du potentiel suivant :〈
α′′ Ω′′;J ǫ |U |α′ Ω′;J ǫ〉 = 2µ
~2
∫
YJMǫα′′ Ω′′
∗
(rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2) Vˆint YJMǫα′ Ω′ (rˆ′, ρˆ′1, ρˆ′2)drˆ′ dρˆ′1 dρˆ′2 (1.94)
et en utilisant la dénition 1.36 du nombre d'onde kj1 j2 , on obtient l'équation dérivant le mouve-
ment radial :[
∂2
∂r2
+ kj′′1 j′′2 −
J(J + 1) + j′′12(j
′′
12 + 1)− Ω¯′′2
r2
]
ΨJα′′ Ω¯′′;α Ω¯ (1.95)
=
∑
α′ Ω¯′
〈
α′′Ω′′;J ǫ |U |α′Ω′;J ǫ〉ΨJα′Ω¯′;α Ω¯
− 1
r2
[√
1 + δ Ω¯′′ 1 α
−
J Ω¯′′
α−
j′′12 Ω¯
′′Ψ
J
α′′Ω¯′′−1 ;α Ω¯ +
√
1 + δ Ω¯′′ 0 α
+
J Ω¯′′
α+
j12 Ω¯′′
ΨJα′′Ω¯′′+1 ;α Ω¯
]
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Dans ette dernière expression, on voit que plusieurs états initiaux (.-à-d. les états indexés suivant
Ω′′ ± 1 et Ω′′) sont ouplés par l'intermédiaire du terme entrifuge. Cei provient du fait qu'en
hoisissant de travailler dans un référentiel "tournant", on fait alors apparaître expliitement les
eets dus à la fore de Coriolis. Dans la suite, on nommera les termes pour lesquels les fontions
d'ondes dans l'expression 1.95 sont indexés suivant Ω′′ − 1 et Ω′′ + 1 les termes de Coriolis.
Termes de ouplage du potentiel
An de déterminer les éléments de ouplage du potentiel en BF, on utilise leur expression en SF
(f. éq. 1.40) et le fait qu'il existe une transformation unitaire reliant les deux référentiels, soit :
MJ ǫα′Ω′;αΩ =
2
1 + δΩ0
∑
l l′
[ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0MJα′l′;α l (1.96)
Cette transformation est équivalente à la transformation 1.83 pour le as des fontions adaptées en
parité (f. Annexe A). Finalement, on obtient que les termes de ouplage en BF s'expriment (f.
Annexe B) :
MJ ǫα′Ω′;αΩ =
2
1 + δΩ0
δΩΩ′
(4π)
3
2
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)j
′
1+j
′
2−j
′
12+Ω
′
[j1j
′
1j2j
′
2j12j
′
12L1L2]
1
2 [L]
×
(
j′1 L1 j1
0 0 0
)(
j′2 L2 j2
0 0 0
)(
j′12 L j12
−Ω′ 0 Ω′
)

j12 j2 j1
j′12 j
′
2 j
′
1
L L2 L1

 (1.97)
On onstate que es éléments sont diagonaux par rapport à Ω, e qui implique que dans l'équation
1.95, les fontions d'onde orrespondant à diérentes valeurs de Ω sont ouplées uniquement par
l'intermédiaire des termes de Coriolis.
1.3.4 Conditions aux limites
An de résoudre l'équation diérentielle 1.95, il est néessaire de ontraindre les solutions en
posant les formes asymptotiques des fontions radiales. En pratique, les onditions aux limites
doivent être posées pour les fontions adaptées en parité YJMǫ
α Ω¯
. Dans la suite, la méthode permettant
d'obtenir le omportement asymptotique est présentée en onsidérant les fontions YJM
α Ω¯
an de
simplier la résolution, le omportement des fontions YJMǫ
α Ω¯
pouvant être obtenu en proédant de
la même manière.
An de déterminer les onditions asymptotiques en BF, on se base sur les onditions asympto-
tiques dénies en SF et sur la relation unitaire reliant les deux référentiels. Cette approhe présente
l'avantage de ne pas avoir à imposer le omportement asymptotique des fontions radiales dans le
référentiel BF : il est en eet plus déliat de les poser du fait que le référentiel est "tournant". La
méthode présentée par la suite est dérite par Choi [9℄ et est redéveloppée dans le as présent pour
les ollisions entre deux moléules linéaires.
A partir de la transformation 1.81, on érit la fontion d'onde totale en SF, dénie par les
relations 1.55, 1.56 et 1.57, sous la forme :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
j12 l JM
∑
α′l′ Ω′
Aj12 l JMj1m1, j2m2
ΨJα′l′ ;α l(r)
r
√
[l′]
[J ]
CJΩ
′
j′12 Ω
′ l′ 0 YJMα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.98)
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On transforme ensuite ette relation, en utilisant le fait que :∑
Ω
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω
j12 Ω l′ 0 =
[J ]
[ll′]
1
2
δll′ (1.99)
et à partir de l'expression 1.62 dénissant les oeients Aj12 l JMj1m1, j2m2 , on réérit 1.98 suivant :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
j12 l JM
∑
α′ l′ Ω′
i
√
π
kα
[ll′]
1
2
[J ]
1
2
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
JM
j12m1+m2 l 0
×CJ Ω′j′12 Ω′ l′ 0 Y
J M
α′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
) {∑
l′′
(−1)l′′Ψ
J
α′l′ ;αl′′(r)
r
δl l′′
}
=
∑
j12 l JM
∑
α′ l′ l′′
∑
ΩΩ′
i
√
π
kα
[ll′]
1
2
[J ]
1
2
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
JM
j12m1+m2 l 0
×CJ Ω′j′12 Ω′ l′ 0 Y
J M
α′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
) {
(−1)l′′Ψ
J
α′l′ ;αl′′(r)
r
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω
j12 Ω l′′ 0
[ll′′]
1
2
[J ]
}
=
∑
j12JM
∑
α′ ΩΩ′
i
√
π
kα[J ]
1
2
{∑
l′l′′
(−1)l′′ [l
′l′′]
1
2
[J ]
ΨJα′l′ ;αl′′(r)
r
CJ Ωj12 Ω l′′ 0 C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0
}
×
{∑
l
[l]CJMj12m1+m2 l 0C
J Ω
j12 Ω l 0
}
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 YJ Mα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(1.100)
An de simplier ette dernière expression, on utilise la relation [34℄ :∑
cγ
[c]Cb βa α c γ C
b β′
aα′ c γ = [b] δαα′ δβ β′ (1.101)
L'expression 1.100 est ensuite réérite en remarquant que l'on a :∑
l
[l]CJMj12m1+m2 l 0 C
J Ω
j12 Ω l 0 =
∑
l ml
[l]CJMj12m1+m2 lml C
J Ω
j12 Ω l ml
= [J ] δΩm1+m2 δM Ω (1.102)
e qui donne pour 1.100 :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) (1.103)
=
∑
j12JM
∑
α′ ΩΩ′
i
√
π
kα
[J ]
1
2 δΩm1+m2 δM ΩC
j12m1+m2
j1m1 j2m2
ΨJα′Ω′;αΩ(r)
r
YJ Mα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
où l'on a utilisé la relation 1.83 pour érire les fontions radiales dans le référentiel BF. Cellesi
sont alors données par :
ΨJα′Ω′;αΩ(r) =
∑
l′l′′
(−1)l′′ [l
′l′′]
1
2
[J ]
ΨJα′l′;α l′′(r)C
J Ω
j12 Ω l′′ 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0 (1.104)
Cette expression permet de dénir le omportement asymptotique de la fontion radiale en BF à
partir des onditions asymptotiques posées dans le référentiel SF et données par l'expression 1.58 :
ΨJα′Ω′;αΩ(r) ∼r→∞ (1.105)∑
l′l′′
(−1)l′′ [l
′l′′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l′′ 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0
[
δαα′ δl′′l′ e
−ikαr − i−l′′−l′
√
kα
kα′
SJα′l′;α l′′ e
ikα′r
]
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En utilisant à nouveau la relation 1.101, on voit que :
∑
l′
(−1)l′ [l′]CJ Ωj12 Ω l′ 0 CJ Ω
′
j12 Ω′ l′ 0 =
∑
l′ml′
(−1)l′ [l′]CJ Ωj12 Ω l′−ml′ C
J Ω′
j12 Ω′ l′ml′
=
∑
l′ml′
(−1)j12−J [l′]CJ −Ωj12 −Ω l′ml′ C
J Ω′
j12 Ω′ l′ml′
= (−1)J−j12 [J ] δΩ−Ω′ = (−1)J+j12 [J ] δΩ−Ω′ (1.106)
où il a été fait usage du fait que j12 est entier an de réérire la phase. A partir de ette expression,
on obtient pour le omportement asymptotique des fontions d'onde radiales donné par 1.105 en
BF :
ΨJα′Ω′;αΩ(r) ∼r→∞ (−1)
J+j′12 δΩ−Ω′ δαα′e
−ikαr −
√
kα
kα′
SJα′Ω′;αΩe
ikα′r
(1.107)
= iJ+j
′
12
[
δΩ−Ω′ δαα′e
−i[kαr−(J+j12)
π
2
] −
√
kα
kα′
SJα′Ω′;αΩe
i[kα′r−(J+j
′
12)
π
2
]
]
ave les éléments de la matrie de diusion dénis suivant :
SJα′Ω′;αΩ =
∑
ll′
il−l
′ [ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0 S
J
α′l′;α l (1.108)
On remarquera que dans l'expression 1.107, le oeient iJ+j
′
12
a été fatorisé an de permettre la
omparaison ave le hoix des onditions aux limites de Pak [28℄. Cei permet en eet de mettre
en avant le fait que les éléments de la matrie de diusion dièrent de eux dénis par Pak par un
fateur de phase, e qui se réperute ensuite dans l'expression de l'amplitude de diusion. L'inuene
de ette diérene de phase sera disutée par la suite.
A partir des onditions asymptotiques données par 1.107, on obtient le omportement asymp-
totique de la fontion d'onde totale donnée par 1.103 :
Γj1m1,j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2) (1.109)
∼
r→∞
∑
j12JM
∑
α′ ΩΩ′
i
√
π
kα
[J ]
1
2 δΩm1+m2 δM ΩC
j12m1+m2
j1m1 j2m2
×
[
(−1)J+j12 δΩ−Ω′ δαα′ e
−ikαr
r
−
√
kα
kα′
SJα′Ω′;αΩ
e
ikα′r
r
]
YJ Mα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
An de déterminer l'expression de l'amplitude de diusion, il est néessaire de faire apparaître
dans l'équation 1.109 les termes dénissant l'onde inidente. On utilise pour ela la relation 1.60 la
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dénissant en SF, ainsi que la transformation unitaire 1.81 pour obtenir :
e
ikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) (1.110)
∼
r→∞
√
π
ikαr
∑
JM j12 lΩ
[l]
1
2
[
e
ikαr − (−1)le−ikαr
]
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0
×
√
[l]
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0 YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
=
√
π
ikα[J ]
1
2



 ∑
JM j12 lΩ
[l]Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0 C
J Ω
j12 Ω l 0 YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
) eikαr
r
−

 ∑
JM j12 lΩ
[l](−1)lCj12m1+m2j1m1 j2m2CJ Mj12m1+m2 l 0 CJ Ωj12 Ω l 0 YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
︸ ︷︷ ︸
e
−ikαr
r
}
∑
JM j12 Ω
Cj12m1+m2j1m1 j2m2 (−1)J+j12 [J ]δM −Ω δm1+m2 −ΩYJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
où la relation 1.101 a été utilisée an de simplier le terme en fateur de l'onde onvergente (la même
simpliation est ensuite eetuée pour le terme en fateur de l'onde divergente). En eetuant les
sommations adéquates, on identie failement les termes en fateur de l'onde onvergente entre
l'équation 1.109 et l'équation 1.110. Cei permet de réérire 1.109 sous la forme :
Γj1m1, j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2)− eikαz Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2) ∼r→∞
∑
j12 J M Ω
√
π
ikα
[J ]
1
2 δΩm1+m2 δM ΩC
j12m1+m2
j1m1 j2m2
×
[∑
α′ Ω′
√
kα
kα′
SJα′Ω′;αΩ YJ Mα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
e
ikα′r
r
− YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
e
ikαr
r
]
=
∑
j12 J M
∑
α′ ΩΩ′
√
π
kα kα′
[J ]
1
2 δΩm1+m2 δM ΩC
j12m1+m2
j1m1 j2m2
T Jα′Ω′;αΩ YJMα′ Ω′
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
e
ikα′r
r
(1.111)
ave les éléments de la matrie de transition dénis suivant :
T Jα′Ω′;αΩ = i
[
δαα′ δΩΩ′ − SJα′Ω′;αΩ
]
(1.112)
Finalement, on simplie 1.111 en eetuant la sommation sur Ω. On transforme de plus la fontion
YJMα′ Ω′ au moyen de la transformation unitaire 1.82. On érit de plus expliitement la fontion
angulaire en SF en utilisant 1.55 pour obtenir :
Γj1m1,j2m2(~r, ρˆ1, ρˆ2)− eikαzYj1,m1(ρˆ1)Yj2,m2(ρˆ2) ∼r→∞
 ∑
j12 J M
∑
j′1j
′
2j
′
12 Ω
′
√
π
kα kα′
[J ]
1
2 δMm1+m2 C
j12m1+m2
j1m1 j2m2
T Jα′Ω′;αM
×
∑
l′
√
[l′]
[J ]
CJΩ
′
j′12Ω
′l′ 0
∑
m′1m
′
2
m′12ml′
C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′ml′
Yj′1m′1(ρˆ1)Yj′2m′2(ρˆ2)Yl′ml′ (rˆ)


e
ikα′r
r
=
∑
j′1 j
′
2
m′1m
′
2
f(j′1m
′
1 j
′
2m
′
2 ; j1m1 j2m2|rˆ)Yj′1m′1(ρˆ1)Yj′2m′2(ρˆ2)
e
ikα′r
r
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ave l'amplitude de diusion donnée par :
f(j′1m
′
1 j
′
2m
′
2 ; j1m1 j2m2|rˆ) =
∑
j12 J M
∑
j′12 Ω
′
∑
l′m′12
√
π
kα kα′
[l′]
1
2 δMm1+m2 (1.113)
×Cj12m1+m2j1m1 j2m2 CJΩ
′
j′12Ω
′l′ 0C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′M−m′12
T Jα′Ω′;αM Yl′M−m′12(rˆ)
Notons que l'amplitude de diusion dérit la dépendane angulaire des transitions par rapport aux
oordonnées du référentiel SF. En revanhe, son expression est déterminée par rapport aux éléments
de la matrie de transition dans le référentiel BF, obtenus en résolvant le problème dans e dernier
système de oordonnées. Le hoix aurait pu être fait d'exprimer l'amplitude de diusion par rap-
port aux oordonnées du référentiel BF. Néanmoins, lors d'une expériene, les quantités mesurées
sont naturellement dénies dans le référentiel SF, et la onfrontation aux données expérimentales
néessite don de repasser dans e dernier référentiel. Autrement dit, les aluls sont ii eetués en
BF mais l'amplitude de diusion donnée préédemment inlut la transformation vers le référentiel
SF e qui permet de omparer diretement les résultats à des données expérimentales.
Comme souligné à la setion 1.2.4, on retrouve les résultats pour la ollision d'une moléule
linéaire et d'un atome sans struture interne en posant j2 = 0. On trouve alors à partir de l'expression
préédente :
f(j′1m
′
1 ; j1m1|rˆ) =
∑
J M
∑
Ω′ l′
√
π
kj1 kj′1
[l′]
1
2 δMm1 C
JΩ′
j′1Ω
′l′ 0
CJ Mj′1m′1 l′M−m′1
T Jj′1Ω′; j1M
Yl′M−m′1(rˆ) (1.114)
Ce résultat est identique à elui obtenu par Choi [9℄ et dière de elui de Pak [28℄ par un fateur
de phase
6
. La présene d'une phase diérente provient de la dénition de la phase des éléments de
la matrie de diusion. Cette diérene a déjà été notée par Choi [10℄ et Shatz [31℄ et n'a auune
onséquene sur les propriétés mesurables du système en ollision.
1.4 Approximations
La diulté renontrée lors de la résolution du système d'équations diérentielles 1.38 (ou alter-
nativement du système 1.95) réside dans le fait que les sommations inluent un nombre à priori inni
d'états quantiques. Dans la pratique, il est possible de tronquer les sommations à un nombre ni
d'états, l'inlusion de l'ensemble des états non énergétiquement aessibles n'étant pas néessaire à
6
Dans l'artile de Pak, les oeients de ClebshGordon sont notés dans la onvention de Rose. Leur orrespon-
dane ave la notation utilisée ii est :
C(j1 j2 j ; m1m2m) = C
j m
j1 m1 j2 m2
(1.115)
En utilisant la relation :
Cc γaα bβ = (−1)
b+β
s
[c]
[a]
Caαb−β c γ (1.116)
l'équation (46) de Pak s'érit, dans la notation atuelle :
f¯(j′1m
′
1 ; j1m1|rˆ) = i
j1−j
′
1
X
J M
X
Ω′ l′
r
π
kj1 kj′
1
[l′]
1
2 δMm1 C
JΩ′
j′
1
Ω′l′ 0
CJ Mj′
1
m′
1
l′ M−m′
1
T Jj′
1
Ω′; j1 M
Yl′M−m′
1
(rˆ) (1.117)
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une bonne desription des fontions radiales. Néanmoins, lorsque l'énergie devient telle que le nombre
d'états aessibles est grand, l'inlusion de l'ensemble des états permettant une desription orrete
des fontions d'onde rend la résolution numérique prohibitive du point de vue du temps de alul.
En eet, eluii évolue omme le ube du nombre de anaux ouplés. Pour onserver des temps
raisonnables, il est alors néessaire de réduire la dimension du système d'équations diérentielles.
Préédemment, il a été vu que le moment angulaire total Jˆ onstitue une onstante du mouve-
ment. Les fontions d'ondes dérivant le système ollisionnel doivent don être onstruites de telle
sorte qu'elle soient fontions propres de Jˆ . Les moments intermédiaires intervenant dans la déni-
tion du moment angulaire total :
∑
i Jˆi = Jˆ , dénissent ensuite le nombre d'équations diérentielles
ouplées par le biais du potentiel d'interation. Le onstat simple reliant le nombre d'équations
ouplées au nombre de moments intermédiaires à onsidérer, est à l'origine d'une lasse d'approxi-
mation (approximations soudaines) où l'on néglige/approxime l'ation de ertains des moments
intermédiaire.
Dans la suite, on s'intéresse aux ollisions atomediatome, an d'alléger le formalisme.
1.4.1 Centrifugal Sudden ou Coupled States (CS)
L'équation diérentielle 1.95 obtenue dans le référentiel BF pour les ollisions diatomediatome
permet d'érire, par analogie, l'équation orrespondant aux ollisions atomediatome. Dans le as
présent, on onsidère l'équation pour les fontions d'ondes nonadaptées en parité :
[
∂2
∂r2
+ kj′′ − J(J + 1) + j
′′(j′′ + 1)− Ω′′2
r2
]
ΨJj′′Ω′′;jΩ
=
∑
j′
〈
j′′Ω′′;J |U | j′Ω′′;J〉ΨJj′Ω′′;jΩ − 1r2
[√
1 + δΩ′′ 1 α
−
JΩ′′ α
−
j′′Ω′′Ψ
J
j′′Ω′′−1;jΩ
+
√
1 + δΩ′′ 0 α
+
JΩ′′ α
+
jΩ′′Ψ
J
j′′Ω′′+1;jΩ
]
(1.118)
L'approximation CS, développée simultanément par Pak [28℄ et MGuire [25℄, onsiste à négliger
les termes de Coriolis ouplant diérentes valeurs de Ω. De plus, on approxime les termes diagonaux
en introduisant un pseudo nombre quantique orbital l¯. Le système à résoudre s'érit alors :
[
∂2
∂r2
+ kj′′ − l¯(l¯ + 1)
r2
]
Ψ l¯ Ω
′′
j′; j =
∑
j′
〈
j′′Ω′′;J |U | j′Ω′′;J〉Ψ l¯ Ω′′j′; j (1.119)
Du fait que l'on ait négligé les termes de Coriolis, il n'existe plus de ouplage entre les fontions
d'onde orrespondants à diérentes valeurs de Ω, e qui implique que seules les transitions onservant
Ω existent. Cei est à l'origine du nom de la méthode (jzonserving oupled states [25℄) et a motivé
l'indexation des fontions d'onde dans l'équation diérentielle préédente.
Dans la suite, la méthode permettant d'obtenir l'expression de l'amplitude de diusion est adap-
tée de Parker [30℄ et permet de retrouver de manière simple, à partir des résultats de la setion 1.3,
les expressions initialement dérivées par Pak [28℄ et MGuire [25℄.
Le omportement asymptotique que l'on impose aux fontions radiales, solutions du systeme
1.119, est [30℄ :
Ψ l¯ Ω
′
j′; j ∼r→∞ δj j′ e
−i[kjr−l¯
π
2
] −
√
kj
kj′
S l¯ Ω
′
j′; j e
i[kj′r−l¯
π
2
]
(1.120)
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Or, il a été vu à la setion 1.3.4 que dans le as d'un traitement CloseCoupling, le omportement
asymptotique est donné par (f. éq. 1.107) :
ΨJα′Ω′;αΩ(r) ∼r→∞ δΩ−Ω′ δj j′ e
−i[kjr−(J+j)
π
2
] −
√
kj
kj′
SJj′Ω′; j Ω e
i[kj′r−(J+j
′)π
2
]
(1.121)
On remarquera que l'on hoisit, dans le as présent, une phase diérente pour les fontions d'onde
CC par rapport à elle de l'expression 1.107. Comme il a été dit à la setion 1.3.4, le hoix de la
phase n'a auune onséquene sur la détermination des quantités mesurables expérimentalement. La
omparaison des expressions 1.120 et 1.121 permet de voir que les fontions d'ondes en CS vérient
le omportement asymptotique requit des lors que l'on a :
ΨJα′Ω′;αΩ(r) ≡ Ψ l¯Ω
′
j′; j(r)× δΩ−Ω′ e i(J+j
′−l¯)π
2
(1.122)
On notera que ette dernière expression dière de elle utilisée par Parker [30℄ où la phase est :
exp[i(J + j − l¯)π/2]. On verra par la suite que le hoix orrespondant à l'expression 1.122 permet
de retrouver les expressions de Pak [28℄ et MGuire [25℄ alors que le hoix eetué par Parker fait
apparaître la phase additionnelle (−1) j−j′ dans l'expression de l'amplitude de diusion.
A partir de ette dernière relation, le parallèle peut être eetué ave les équations préédemment
établies dans le référentiel BF dans le as du traitement CC. A partir des relations préédentes, on
détermine le lien entre les éléments de la matrie de diusion en CS et en CC :
SJj′Ω′; j Ω ≡ δΩ−Ω′ (−1) J+j
′−l¯ S l¯Ω
′
j′; j (1.123)
Tout d'abord, notons que le lien ave la matrie de diusion exprimée dans le référentiel SF se
déduit de la relation préédente à partir de la relation inverse de 1.108 :
SJj′l′; j l =
∑
ΩΩ′
il−l
′ [ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj Ω l 0 C
J Ω′
j′Ω′ l′ 0
{
δΩ−Ω′ (−1) J+j′−l¯ S l¯Ω′j′; j
}
= i l+l
′−2l¯
∑
Ω
[ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj Ω l 0C
J Ω
j′ Ω l′ 0 S
l¯−Ω
j′; j (1.124)
Ensuite, à partir de l'expression de la matrie de transition donnée par l'équation 1.112, et de
l'amplitude de diusion CC, donnée par 1.114, on obtient diretement que l'amplitude de diusion
en CS s'exprime :
f(j′m′ ; j m|rˆ) =
∑
J
∑
Ω′ l′
i
√
π
kj kj′
[l′]
1
2 CJ mj′m′ l′m−m′
×
[
CJ Ω
′
j′Ω′ l′ 0 δj j′ δmΩ′ − δm−Ω′ (−1) J+j
′−l¯ CJ Ω
′
j′Ω′ l′ 0 S
l¯Ω′
j′; j
]
Yl′m−m′(rˆ) (1.125)
=
∑
J l′
i
√
π
kj kj′
[l′]
1
2CJ mj′m′ l′m−m′C
J m
j′ml′ 0
[
δj j′ − (−1) l′−l¯ S l¯−mj′; j
]
Yl′m−m′(rˆ)
Il est possible de simplier ette expression si l'on hoisit l¯ indépendamment de J . Dans e as, les
éléments de la matrie de diusion ne dépendent plus de J et, on obtient :
f(j′m′ ; j m|rˆ)
=
∑
l′
i
√
π
kj kj′
[l′]
1
2
{∑
J m′′
CJ m
′′
j′m′ l′m−m′ C
J m′′
j′ml′ 0
}[
δj j′ − (−1) l′−l¯ S l¯−mj′; j
]
Yl′m−m′(rˆ)
=
∑
l′
i δmm′
2
√
kj kj′
[l′]
[
δj j′ − (−1) l′−l¯ S l¯−mj′; j
]
P l′(cos θ) (1.126)
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où nous avons utilisé la relation reliant les harmoniques sphériques aux polynmes de Legendre :
Yl 0(θ, φ) =
√
[l]/4π P l(cos θ). Notons de plus que les éléments de la matrie de diusion S
l¯Ω
j′; j
dépendent uniquement de la magnitude de Ω et non de son signe [30℄. Cei permet de voir que,
dans le as partiulier où l'on hoisit : l¯ = l′, l'expression 1.126 est identique à elle initialement
déterminée par MGuire [25℄. Il est de plus important de remarquer que le hoix de l¯ est totalement
arbitraire. Dans le as où l'on hoisit l¯ = J , il faut alors utiliser l'expression 1.126 an de aluler
l'amplitude de diusion. Ce hoix orrespond à elui eetué par Pak [28℄. Notons ependant que le
hoix de l¯ inuene de manière signiative les résultats et qu'identier l¯ = l′ présente de nombreux
avantages et amène à de meilleurs résultats par omparaison aux résultats CC (voir par exemple les
disussions détaillées de Parker [29; 30℄). De plus, omme il a été montré par Khare [18℄, le hoix
l¯ = l′ présente le prinipal avantage de rendre équivalentes les formulations de l'approximation CS
entre les référentiels SF et BF : le système d'équations diérentielles, les onditions aux limites et
l'expression de l'amplitude de diusion sont alors identiques dans les deux référentiels. Autrement
dit, e hoix revient à "oublier" dans le développement préédemment eetué que l'on se situe dans
le référentiel BF, que l'on assimile alors au référentiel SF.
1.4.2 Energy Sudden (ES)
Serest [32℄ et Khare [19℄ ont développé le formalisme dans lequel on néglige l'ation des moments
internes des moléules. Dans ette approximation et dans le référentiel SF, on érit tout d'abord le
Hamiltonien en remplaçant le moment ˆ par le salaire ¯ suivant :
Hˆ = − ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ2
2µr2
+
~2 ¯(¯+ 1)
2I
+ Vˆint(ρˆ, ~r) (1.127)
Les ondes partielles solutions de ette équation sont alors indépendantes des états de la moléule et
les équations ne sont plus ouplées que par l'intermédiaire du moment orbital. On onstruit don
les ondes partielles :
Φl ml(~r, ρˆ) =
∑
l′ml′
1
r
Ψl′ml′ ; lml(r, ρˆ)Yl ml(rˆ) (1.128)
où, omme on le verra par la suite, les fontions radiales dépendent de manière paramétrique des
oordonnées internes ρˆ de la moléule. On obtient l'équation dérivant le mouvement radial par une
proédure équivalente à elles détaillées dans les setions préédentes (f. setions 1.2.2 et 1.3.3) :
en multipliant à gauhe par Yl′′ml′′ (ρˆ) et en intégrant sur les oordonnées angulaires on obtient :[
∂2
∂r2
+
~2¯(¯+ 1)
2I
− l
′′(l′′ + 1))
r2
]
Ψl′′ml′′ ; lml(r)
=
∑
l′ml′
〈
l′′ml′′ |U | l′ml′
〉
Ψl′ml′ ; l ml(r) (1.129)
ave :
K =
2µ
~2
[
E − ~
2¯(¯+ 1)
2I
]
et
〈
l′′ml′′ |U | l′ml′
〉
=
2µ
~2
∫
Yl′′ml′′ (rˆ) Vˆint(~r, ρˆ)Yl′ml′ (rˆ)d rˆ (1.130)
A e stade, on onstate que les éléments de matrie du potentiel dépendent des oordonnées angu-
laires internes de la moléule (l'intégration n'ayant pas été eetuée sur ellesi), e qui montre
que l'on a bien une dépendane paramétrique des fontions radiales par rapport à ρˆ.
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Le système d'équations diérentielles est ensuite résolu en imposant le omportement asympto-
tique des fontions radiales [19℄ :
Ψl′ml′ ; lml(r, ρˆ) ∼r→∞ δl l′ δmlml′ e
−iKr − i−l−l′Sl′ml′ ;lml(ρˆ) eiKr (1.131)
La fontion d'onde totale est ensuite développée à partir des ondes partielles suivant :
Φ(~r, ρˆ) =
∑
lml
Al ml Φlml(~r, ρˆ) (1.132)
où les oeients du développement sont déterminés en imposant que la partie inidente soit une
onde plane (f. setion 1.2.3) dont le omportement asymptotique est obtenu à partir des expressions
1.49 et 1.50. On obtient alors :
Φ(~r, ρˆ)− eiKz ∼
r→∞
∑
lml

Al ml ∑
l′ml′
Yl′ml′ (~r)
[
δl l′ δmlml′
e
−iKr
r
− i−l−l′Sl′ml′ ; l ml(ρˆ)
e
iKr
r
]
− δml 0
[
il
2iK
√
4π[l]
1
2
(
e
iKr
r
− (−1)l e
−iKr
r
)
Ylml(~r)
]}
(1.133)
Le terme en fateur de l'onde onvergente devant être nul, on obtient pour les oeients Al ml :
Al ml = −
(−1) l
2iK
√
4π [l]
1
2 δml 0 (1.134)
e qui permet de dénir l'amplitude de diusion :
f(l′ml′ ; l ml | rˆ, ρˆ) = 1
K
∑
l l′ml′
il−l
′+1√π [l] 12 [δl l′ δml′ 0 − Sl′ml′ ; l 0(ρˆ)] Yl′ml′ (rˆ) (1.135)
Cette expression orrespond à l'équation (19) obtenue par Khare [19℄. A e stade, il est néessaire
de réintroduire les états internes de la moléule. Pour ela, on eetue le parallèle entre le système
d'équation 1.129 et le système équivalent en CloseCoupling pour lequel on hoisit les ondes partielles
dans un shéma où les moments lˆ et ˆ sont non ouplés. On dénit alors la relation entre les matries
obtenues dans l'approximation ES, développées sur la base |l ml〉, et les matries obtenues en CC,
développées sur la base |j mj l ml〉. Comme montré par Serest [32℄, on obtient :
Mj′mj′ l′ml′ ; j mj l ml(~x) =
∫
Y ∗j′mj′ (ρˆ)Ml′ml′ ; l ml(~x, ρˆ)Yj mj (ρˆ)d ρˆ (1.136)
où ~x représente l'ensemble des dépendanes autres que les degrés de liberté de la moléule. Cette
expression est similaire à l'expression (17) de Khare [19℄, où elle est alors appliquée aux éléments
de la matrie de diusion. La relation inverse est (éq. (12) de Khare [19℄) :
Ml′ml′ ; l ml(~x, ρˆ, ρˆ′) =
∑
j mj
j′mj′
Yj′mj′ (ρˆ
′)Mj′mj′ l′ml′ ; j mj l ml(~x)Yj mj (ρˆ) (1.137)
On réintroduit ensuite le moment angulaire total J en repassant dans un shéma où les moments lˆ
et ˆ sont ouplés. La transformation s'eetue alors en utilisant la transformation (éq. (11) de Khare
[19℄) :
Mj′mj′ l′ml′ ; j mj l ml(~x) =
∑
J M
CJ Mjmj lml C
J M
j′mj′ l
′ml′
MJj′ l′ ; j l(~x) (1.138)
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A partir de es relations, il est démontré par Khare que l'on obtient (f. éq. A3 de [19℄) :
Ml′ml′ ; l ml(~x, ρˆ) =
∑
j′mj′
√
4π C lmlj′mj′ l′ml′
Mlj′ l′ ; 0 l(~x)Yj′mj′ (ρˆ) (1.139)
A partir de ette relation que l'on applique aux éléments de la matrie de diusion, on réexprime
l'amplitude de diusion donnée par l'équation 1.135 en fontion des éléments S lj′l′ ; 0 l :
f(l′ml′ ; l ml | rˆ, ρˆ) (1.140)
=
1
K
∑
l l′
i l−l
′+1√π [l] 12

δl l′ − ∑
j′mj′
√
4π C l 0j′mj′ l′−mj′ S
l
j′ l′ ; 0 l Yj′mj′ (ρˆ)

 Yl′−mj′ (rˆ)
=
1
K
∑
l l′
∑
j′mj′
i l−l
′+1√π [l] 12
[
δl l′ δj′ 0 −
√
4π C l 0j′mj′ l′−mj′ S
l
j′ l′ ; 0 l Yj′mj′ (ρˆ)
]
Yl′−mj′ (rˆ)
Finalement, en utilisant le fait que C aα0 0 a α = 1 et que Y0 0(ρˆ) = (4π)
− 1
2
on obtient :
f(l′ml′ ; l ml | rˆ, ρˆ)
=
2π
K
∑
l l′
∑
j′mj′
i l−l
′
[l]
1
2 C l 0j′mj′ l′−mj′ T
l
j′ l′ ; 0 l Yj′mj′ (ρˆ)Yl′−mj′ (rˆ) (1.141)
ave les éléments de la matrie de diusion dénis suivant :
T Jj′ l′ ; j l = i
[
δl l′ δj j′ − SJj′ l′ ; j l
]
(1.142)
L'amplitude de diusion f(j′mj′ l
′ml′ ; j mj l ml | rˆ) inluant les degrés de liberté interne de la mo-
léule est obtenue en utilisant la relation 1.136, que l'on applique à f(l′ml′ ; l ml | rˆ, ρˆ). Don, en
tirant parti du fait que :
∫
Yl1m1(Rˆ)Yl2m2(Rˆ)Y
∗
l3m3(Rˆ)dRˆ = (4π)
− 1
2
√
[l1l2]
[l3]
C l3 0l1 0 l2 0C
l3m3
l1m1 l2m2
(1.143)
l'expression 1.141 permet d'obtenir :
f(j′mj′ l
′ml′ ; j mj l ml | rˆ)
=
2π
K
∑
l l′
∑
j′′mj′′
i l−l
′
[l]
1
2 C l 0j′′mj′′ l′−mj′′ T
l
j′′ l′ ; 0 l Yl′−mj′′ (rˆ)
∫
Y ∗j′mj′ (ρˆ)Yj
′′mj′′
(ρˆ)Yj mj (ρˆ)dρˆ
=
√
π
K
∑
l l′
∑
j′′mj′′
i l−l
′
√
[ljj′′]
[j′]
C l 0j′′mj′′ l′−mj′′ C
j′ 0
j 0 j′′ 0C
j′mj′
j mj j′′mj′′
T lj′′ l′ ; 0 l Yl′−mj′′ (rˆ) (1.144)
Notons que dans ette expression, les nombres d'onde des anaux entrant et sortant sont identiques,
e qui a fait apparaître le oeient K−1. Or, dans un traitement exat l'amplitude de diusion
est diretement inuenée par la struture énergétique, le fateur apparaissant étant (kjkj′)
− 1
2
.
L'amplitude de diusion érite préédemment ne rend don pas ompte du fait que la probabilité de
transition est grande lorsque l'énergie totale est prohe de l'un des niveaux d'énergie de la moléule
(pour E ∼ Ej , kj → 0). On réintroduit don arbitrairement le oeient (kjkj′)−
1
2
dans la dénition
de l'amplitude de diusion.
On onstate de plus que dans ette dernière expression, les éléments de la matrie de transition
T lj′′ l′ ; 0 l sont indépendants de l'état initial de la moléule. Cei suggère qu'il doit être possible de
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fatoriser l'expression 1.144. En eet, si l'on onsidère les transitions depuis le niveau fondamental
j = 0 pour lesquelles l'amplitude de diusion est :
f(j′mj′ l
′ml′ ; 0 0 l ml | rˆ)
=
√
π√
k0 kj′
∑
l l′
∑
j′′mj′′
i l−l
′
√
[lj′′]
[j′]
C l 0j′′mj′′ l′−mj′′ C
j′ 0
0 0 j′′ 0C
j′mj′
0 0 j′′mj′′
T lj′′ l′ ; 0 l Yl′−mj′′ (rˆ)
=
√
π√
k0 kj′
∑
l l′
i l−l
′
[l]
1
2 C l 0j′mj′ l′−mj′ T
l
j′ l′ ; 0 l Yl′−mj′ (rˆ)
(1.145)
on onstate alors qu'il est possible d'exprimer les amplitudes de diusion des transitions
jmj → j′mj′ en fontion des transitions depuis le niveau j = 0. L'expression 1.144 devient dans e
as :
f(j′mj′ l
′ml′ ; j mj l ml | rˆ)
=
∑
j′′mj′′
√
[jj′′]
[j′]
√
k0kj′′
kjkj′
Cj
′ 0
j 0 j′′ 0 C
j′mj′
j mj j′′mj′′
f(j′′mj′′ l
′ml′ ; 0 0 l ml | rˆ) (1.146)
e qui orrespond à l'expression (36) donnée par Khare [19℄.
1.4.3 Innite Order Sudden (IOS)
L'approximation IOS onsiste à négliger à la fois l'ation du moment orbital (approximation CS)
et elle du moment interne de la moléule (approximation ES). Par un raisonnement analogue à
elui présenté préédemment dans le as de l'approximation ES, on érit tout d'abord le Hamiltonien
sous la forme :
Hˆ = − ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
~2 l¯(l¯ + 1)
2µr2
+
~2¯(¯+ 1)
2I
+ Vˆint(ρˆ, ~r) (1.147)
Les ondes partielles se développent alors simplement suivant :
Φ l¯ ¯(~r, ρˆ) =
1
r
Ψ l¯ ¯(r, rˆ, ρˆ) (1.148)
où la dépendane paramétrique de la fontion radiale par rapport aux oordonnées angulaires rˆ et ρˆ
est due au potentiel d'interation. Dans le as de ollisions entre un atome et une moléule linéaire,
le potentiel se développe suivant :
Vˆint(ρˆ, ~r) =
∑
λ
vλ(r)Pλ(cosα) (1.149)
et la dépendane angulaire est réduite à : ~r.~ρ/(rρ) = cosα. L'angle α orrespond alors à l'angle
dérivant l'orientation de la moléule dans le référentiel BF. Dans e dernier référentiel, le système est
physiquement invariant par rotation autour de ~r ′ e qui justie l'utilisation du développement 1.149.
Dans la suite, on réindexe les fontions radiales suivant : Ψ l¯ ¯(r, rˆ, ρˆ) ≡ Ψ l¯ ¯(r, α). La dépendane
des fontions radiales par rapport à α apparaît lairement dans l'équation diérentielle :[
∂2
∂r2
+K2 − l¯(l¯ + 1)
r2
]
Ψ l¯ ¯(r, α) =
2µ
~2
Vˆint(ρˆ, ~r)Ψ l¯ ¯(r, α) (1.150)
La résolution s'eetue alors en onsidérant que l'angle d'impat α est onstant durant la ollision.
1.4. Approximations 31
Un raisonnement identique à eux eetués dans les setions préédentes permet de dénir l'am-
plitude de diusion dans l'approximation IOS. Cependant et omme il a été onstaté par Goldam
[21℄, il est possible d'obtenir de manière plus simple, à partir des expressions établies dans le adre
de l'approximation CS, l'amplitude de diusion en IOS. Pour ela, on utilise la transformation :
S l¯ mj′ ; j ≡
∫
Y ∗j′m(ρˆ)S
l¯ ¯(α)Yj m(ρˆ)dρˆ (1.151)
où la orrespondane est établie entre les éléments de la matrie de diusion S l¯ mj′ ; j obtenus dans
l'approximation CS, et les éléments S l¯ ¯(α) obtenus dans le adre de l'approximation IOS. Les
polynmes de Legendre formant une base omplète, il est don possible d'adopter un développement
similaire pour S l¯ ¯(α) à elui du potentiel d'interation, soit :
S l¯ ¯(α) =
∑
L
S l¯ ¯L PL(cosα) (1.152)
On peut alors démontrer, en utilisant ette dernière relation, (f. éq. (27b) de Goldam [21℄) que
l'expression 1.151 se fatorise suivant :
S l¯ mj′ ; j =
∑
L
S l¯ ¯L (−1)m
[jj′]
1
2
[L]
CL 0j−mj′m C
L 0
j 0 j′ 0 (1.153)
Notons que, à partir de l'expression 1.124, on obtient l'équivalene entre la matrie de diusion en
CC et les éléments S l¯ ¯L :
SJj′l′; j l = i
l+l′−2l¯
∑
L
[jj′ll′]
1
2
[JL]
S l¯ ¯L C
L 0
j 0 j′ 0
∑
m
(−1)−mCJ mj m l 0CJ mj′ml′ 0CL 0j m j′−m (1.154)
que l'on simplie suivant
7
:
SJj′l′; j l = i
l+l′−2l¯
∑
L
[jj′ll′]
1
2
[L]
S l¯ ¯L C
L 0
j 0 j′ 0(−1)J+L CL 0l′ 0 l 0
{
j′ J l′
l L j
}
(1.158)
7
An de simplier ette expression, on réérit tout d'abord la sommation sur m :
A =
X
m
(−1)j+j
′−m[J ][ll′]−
1
2Cl
′ 0
j′ mJ −m C
l 0
j mJ −m C
L 0
j m j′ −m
=
X
mm′ m′′
(−1)j+j
′−m[J ][ll′]−
1
2Cl
′ 0
j′ mJ m′ C
l 0
j m′′ J m′ C
L 0
j m′′ j′ −m
e qui permet d'utiliser la règle de sommation :
X
αβ δ
(−1)a−αCc γaα b β C
e ǫ
d δ b β C
f φ
d δ a−α = (−1)
b+c+d+f [cf ]
1
2 Ce ǫc γ f φ

a b c
e f d
ﬀ
(1.155)
ave la orrespondane :
(a, α) ≡ (j′, m) ; (b, β) ≡ (J,m′) ; (c, γ) ≡ (l′, 0) ;
(d, δ) ≡ (j,m′′) ; (e, ǫ) ≡ (l, 0) ; (f, φ) ≡ (L, 0) ;
(1.156)
pour obtenir :
A = (−1)J+L+l
′
[J ][L]
1
2 [l]−
1
2 Cl 0l′ 0L 0

j′ J l′
l L j
ﬀ
= (−1)J+L [J ]CL 0l′ 0 l 0

j′ J l′
l L j
ﬀ
(1.157)
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De plus, an d'exprimer les éléments de la matrie de transition apparaissant dans l'expression de
l'amplitude de diusion en CS, donnée par 1.126, on utilise [21℄ :
δj j′ =
∑
L
(−1)m [jj
′]
1
2
[L]
CL 0j−mj′m C
L 0
j 0 j′ 0 δL 0 (1.159)
On utilise ensuite l'expression obtenue pour l'amplitude de diusion dans l'approximation CS. No-
tons que l'expression de l'amplitude de diusion en IOS fait apparaître les nombres d'ondes sous
la forme K−1, la struture énergétique n'ayant pas été prise en ompte. Comme dans le adre de
l'approximation ES (voir setion préédente), on réintroduit les nombres d'ondes que l'on aurait
obtenus dans un traitement CC. A partir des expressions 1.126, 1.153 et 1.159, on obtient :
f(j′m′ ; j m|rˆ) = δmm′√
kj kj′
(1.160)
×
∑
L
i
2[L]
1
2
∑
l′
[l′]
[
δL 0 − (−1) l′−l¯ S l¯ ¯L
]
Pl′(cos θ)︸ ︷︷ ︸
× (−1)m
√
[jj′]
[L]
CL 0j−mj′m C
L 0
j 0 j′ 0︸ ︷︷ ︸
q l¯ ¯L (cos θ) QL(j, j
′,m)
où l'on a séparé les ontribution dynamiques (oeient q l¯ ¯L (cos θ)) et spetrosopiques (oeient
QL(j, j
′,m)). On onstate de plus que pour les transitions depuis le fondamental j = 0, le oeient
spetrosopique s'érit :
QL(0, j
′, 0) =
√
[j′]
[L]
CL 00 0 j′ 0 C
L 0
0 0 j′ 0 = δL j′ (1.161)
donnant pour l'amplitude de diusion :
f(j′m′ ; 0 0 |rˆ) = δmm′√
k0 kj′
∑
L
q l¯ ¯L (cos θ)× δL j′ =
δmm′√
k0 kj′
× q l¯ ¯j′ (cos θ) (1.162)
e qui permet, d'exprimer l'ensemble des amplitudes de diusion à partir des amplitudes de diusion
depuis le fondamental, ette propriété provenant de l'approximation ES :
f(j′m′ ; j m |rˆ) =
∑
L
√
k0 kL
kj kj′
QL(j, j
′,m) f(Lm′ ; 0 0 |rˆ) (1.163)
Setions eaes
Dans le as présent, nous dérivons l'expression des setions eaes ar ellesi seront utilisées
par la suite. Les setions eaes, depuis le niveau fondamental sont données par (f. setion 1.2.5) :
σ00;j′m′ =
kj′
k0
2π∫
θ=0
π∫
φ=0
|f(j′m′ ; 0 0 |θ, φ)|2 sin θ dθ dφ
=
δ0m′
k20
2π∫
θ=0
π∫
φ=0
|q l¯ ¯j′ (cos θ)|2 sin θ dθ dφ (1.164)
1.4. Approximations 33
or, en se plaçant dans le as où l¯ = l′, et en utilisant l'expression des oeients q l¯ ¯L (cos θ) donnée
préédemment, on a :
2π∫
θ=0
π∫
φ=0
|q l¯ ¯j′ (cos θ)|2 sin θ dθ dφ =
2π∫
θ=0
π∫
φ=0
∣∣∣∣∣ i2[j′] 12
∑
l′
[l′]T l
′ ¯
j′ Pl′(cos θ)
∣∣∣∣∣
2
sin θ dθ dφ
=
1
4[j′]
∑
l′l′′
[l′l′′]T l
′ ¯
j′ T
l′′ ¯ ∗
j′
2π∫
θ=0
π∫
φ=0
Pl′(cos θ)P
∗
l′′(cos θ) sin θ dθ dφ
︸ ︷︷ ︸
4π
[l′l′′]
1
2
δl′ l′′
(1.165)
soit nalement :
σ00;j′m′ = δ0m′
π
k20
∑
l′
[l′]
[j′]
∣∣∣T l′ ¯j′ ∣∣∣2 (1.166)
A partir de ette dernière expression, on obtient que la setion eae totale est (f. éq. 1.70) :
σ0;j′ =
∑
m′
σ00;j′m′ =
π
k20
∑
l′
[l′]
[j′]
∣∣∣T l′ ¯j′ ∣∣∣2 (1.167)
1.4.4 Domaines de validité
Il est assez diile d'établir des ritères quantitatifs amenant à déider de la validité des ap-
proximations préédentes. Il est ependant possible, par une approhe qualitative, de pressentir de
leur eaité. Ces ritères peuvent ensuite être plus nement disutés en se basant sur les sys-
tèmes ollisionnels eetivement traité à partir des diérentes méthodes. On se réfère pour ela à la
disussion menée par Kouri [5℄.
Dans le adre de l'approximation ES, l'hypothèse est faite que lors d'une ollision, il est possible
de négliger la struture énergétique interne des moléules. Cei a une double impliation : d'une
part, ei revient à onsidérer que lors de la ollision, la moléule est xe dans l'espae. Cei peut
être une approximation valable lorsque la vitesse relative du projetile et de la ible devient grande
par omparaison aux mouvements de la moléule. D'autre part, en négligeant la struture interne
de la moléule, on traite inorretement les ouplages entre les diérents états de la moléule. Ces
ouplages proviennent des termes anisotropes dans l'expansion du potentiel et sont d'autant plus
importants que le puit de potentiel est grand en omparaison de l'espaement des niveaux d'énergie.
Finalement, l'approximation ES semble don être valable lorsque l'on traite des ollisions à haute
énergie et lorsque l'interation du système est faiblement anisotrope.
L'approximation CS porte sur la partie entrifuge où l'on néglige les termes dus à la fore de
Coriolis. Le terme entrifuge onditionne le domaine aessible de r lors de la ollision, .-à-d. la
distane en dessous de laquelle la probabilité de présene est faible, e que l'on représente, dans une
vision lassique, par le point de rebroussement. A faible énergie, le point de rebroussement se trouve
à une grande distane intermoléulaire et la région de faible r n'est pas aessible. La ollision est
alors entièrement déterminée par le omportement à grande distane où le terme entrifuge joue un
rle important. Lorsque l'énergie devient susante pour que l'état du système après ollision soit
prinipalement déterminé par les ourtes distanes, l'approximation CS devient alors d'autant plus
valable que l'anisotropie du potentiel est grande.
En onlusion, es deux approximations doivent présenter des domaines de validité omplémen-
taires. Enn, l'approximation IOS présente les aratéristiques des approximation ES et CS et est
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don d'autant plus valable que la ollision s'eetue à haute énergie. Le prinipal avantage de l'IOS
réside dans la simpliité du système à résoudre, e qui permet d'obtenir des résultats à moindre oût.
Les ouplages dus au potentiel étant totalement négligés, ette approximation ne permet ependant
qu'une estimation qualitative des paramètres de la ollision.
Enn, à basse énergie, auune de es approximations n'est valable et il est alors néessaire de
traiter le problème exatement en ayant reours à une approhe CloseCoupling.
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Élargissement de raies par ollisions
2.1 Prol spetral d'une moléule nonperturbée : as d'une tran-
sition isolée
Dans le as d'une transition moléulaire (ou atomique), l'intensité émise est proportionnelle à
la probabilité qu'a la moléule d'émettre spontanément un photon. Cette probabilité dépend du
ouplage introduit par le moment multipolaire entre les états de la transition et, pour une transition
de pulsation ωif , l'intensité spetrale s'exprime [6℄ :
I(ω) = |〈f |XˆKQ |i〉|2δ(ω − ωif ) (2.1)
En utilisant la relation :
δ(ω − ωif ) = 1
2π
∞∫
−∞
ei(ω−ωif )t dt (2.2)
On peut reerire 2.1 en dénissant la fontion de orrélation C(t)orrélation (fontion de) :
I(ω) =
1
2π
∞∫
−∞
C(t)eiωt dt avec C(t) = e−iωif t|〈f |XˆKQ |i〉|2 (2.3)
On s'assure que ette expression a un sens physique, en remarquant que l'intégrale renvoie une
quantité réelle. En eet, à partir de la dénition de la fontion de orrélation C(t) on onstate que
ellei vérie : C(−t) = C(t)∗. On obtient don que l'intensité spetrale s'exprime suivant :
I(ω) =
1
2π
∞∫
0
[
C(t)∗e−iωt + C(t)eiωt
]
dt =
1
π
Re


∞∫
0
C(t)eiωtdt

 (2.4)
La dénition de la fontion de orrélation 2.3 fait intervenir une dépendane par rapport au
temps pouvant être reliée à l'évolution temporelle de l'opérateur multipolaire. Si l'état du système
est aratérisé à l'instant t = 0 par le multipole XˆKQ ≡ XˆKQ (t = 0), on a alors, dans la représentation
de Heisenberg et en utilisant la onvention ~ = 1 :
XˆKQ (t) = e
iHˆ0t XˆKQ (0) e
−iHˆ0t
(2.5)
où Hˆ0 est le Hamitonien de la moléule. Cei permet d'obtenir :
C(t) = 〈f |XˆKQ (0)|i〉〈i|e−iHˆ0t XˆKQ (0) eiHˆ0t|f〉 = 〈f |XˆKQ (0)|i〉〈i|XˆKQ (t)|f〉 (2.6)
Les expressions de l'intensité spetrale et de la fontion de orrélation sont obtenues ii pour
dérire des moléules isolées. Finalement, il est possible de généraliser es expressions an de traiter
de phénomènes plus omplexes tel que l'élargissement par ollisions qui est traité par la suite. La
desription du proessus physique perturbant la moléule émettrie intervient alors dans la dénition
de la fontion de orrélation C(t). Le Hamiltonien Hˆ0 est dans e as remplaé par le Hamiltonien
total du système étudié.
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2.2 Élargissement du prol spetral par ollisions
Dans la setion préédente, il a été vu que le prol spetral est relié à l'évolution temporelle
de l'opérateur multipolaire XKQ (t) à partir duquel on est amené à dénir la fontion de orrélation.
L'expression de la fontion de orrélation a alors été donnée pour une transition isolée d'une moléule
non perturbée. Dans le as plus général où l'on s'intéresse à une moléule (appelée par la suite
moléule émettrie) qui est dans un proessus d'interation ollisionnelle ave un gaz de moléules
(appelé bain) et pour laquelle il est possible qu'il y aît un reouvrement spetral entre plusieurs
transitions moléulaires, il est montré que la fontion de orrélation s'exprime [2℄ :
C(t) = Tr
(
ρ XˆKQ (0)  Xˆ
K
Q (t)
)
(2.7)
où la trae porte à la fois sur les états quantiques de la moléule émettrie et sur eux du bain. Dans
ette expression, ρ est la matrie densité qui aratérise les états internes de la moléule émettrie
et des moléules du bain. A l'ordre 0, ette matrie dérit le peuplement des états d'énergie des
diérentes moléules.
2.2.1 Intensité spetrale dans le formalisme de Liouville
Pour un système quantique, l'évolution temporelle d'une observable Aˆ est dérite par l'opérateur
de Liouville L. Cet opérateur agit sur les opérateurs de l'espae de Hilbert et est déni suivant :
dAˆ
dt
= −i[Hˆ, Aˆ] = −iLAˆ (2.8)
où Hˆ est le Hamiltonien gouvernant l'évolution du système. Il est alors possible de montrer que la
fontion de orrélation donnée par 2.7 s'exprime [14℄ :
Tr
(
ρ XˆKQ  Xˆ
K
Q (t)
)
= Tr
(
XˆKQ e
−iLt  ρ XˆKQ )
)
(2.9)
e qui permet de aluler de manière formelle l'intégration dans 2.4 et d'obtenir pour l'intensité
spetrale
1
[14℄ :
I(ω) = − 1
π
Im
{
Tr
[
XˆKQ
1
ω − L  ρ Xˆ
K
Q
]}
(2.10)
Il est important de noter, que ette expression est obtenue indépendamment de toute approximation
sur la nature du système ollisionnel. A e stade, on distingue la moléule émettrie des moléules
du bain en érivant le Hamiltonien du gaz sous la forme :
Hˆ = Hˆ(s) + Hˆ(b) + V (2.11)
où H(s) est le Hamiltonien de la moléule émettrie isolée, H(b) est le Hamiltonien dérivant les mo-
léules du bain et inluant leurs interations mutuelles et où V est l'opérateur dérivant l'interation
entre la moléule émettrie et le bain. On réérit ensuite l'opérateur de Liouville sous la forme :
L = L0 + L1 ave : L0 = L0
(s) + L0
(b)
(2.12)
où L1 ontient l'interation entre l'émetteur et le bain. A partir de ette expression pour l'opérateur
de Liouville, on remarque que l'on a l'égalité [14℄ :
1
ω − L =
1
ω − L0
[
1 +M(ω)
1
ω − L0
]
(2.13)
1
dans la suite, on utilisera ouramment la notation 1/Aˆ pour représenter l'opérateur inverse Aˆ−1.
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ave :
M(ω) =
1
1− L1(ω − L0)−1L1 = L1
∞∑
n=0
[
1
ω − L0L1
]n
(2.14)
Il est possible de montrer que dans l'expression 2.13, le seul terme qui dépende de la trae sur les
variables du bain est M(ω). En déomposant la matrie densité suivant : ρ = ρ(s) × ρ(b), où ρ(s) et
ρ(b) sont respetivement les matries densité de la moléule émettrie et du bain, on obtient alors
[14℄ :
Tr
(b)
[
1
ω − L
]
=
1
ω − L0(s)
[
1 + {M(ω)} 1
ω − L0(s)
]
(2.15)
ave {M(ω)} = Tr (b)
[
ρ(b) M(ω)
]
(2.16)
On réérit ensuite ette dernière expression en eetuant la transformation inverse de elle qui a été
préédemment eetuée (.-à-d. des équations 2.13 à 2.14). On voit en eet que si l'on dénit un
opérateur {Mc(ω)} vériant :
{M(ω)} = 1
1− {Mc(ω)} (ω − L0(s))−1
{Mc(ω)} (2.17)
alors l'expression 2.15 peut être réérite suivant :
Tr
(b)
[
1
ω − L
]
=
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
(2.18)
L'expression de l'opérateur {Mc(ω)} s'obtient en inversant la relation 2.17 et est alors donnée par
la relation
2
:
{Mc(ω)} = 1
1 + {M(ω)} (ω − L0(s))−1
{M(ω)} (2.22)
Finalement à partir de l'expression 2.18, on voit que 2.4 se met sous la forme :
I(ω) = − 1
π
Im
{
Tr
(s)
[
XˆKQ
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
 ρ(s) XˆKQ
]}
(2.23)
L'opérateur multipolaire XˆKQ étant supposé n'agir que sur les variables de la moleule système,
on voit que la présene des moléules du bain intervient dans l'expression du prol par l'inter-
médiaire d'un omplément à l'opérateur de Liouville L0
(s)
dérivant l'évolution temporelle de la
moléule émettrie [36; 14℄. On obtient en eet à partir de ette dernière expression et en assimilant
{Mc(ω)} ≡ 0, l'expression du prol spetral pour une moléule isolée.
2
Dans un premier temps, on multiplie à droite l'expression 2.17 par l'opérateur {Mc(ω)}
−1
:
{M(ω)} {Mc(ω)}
−1 =
ˆ
{Mc(ω)} {M(ω)}
−1 ˜−1 = »1− {Mc(ω)}“ω − L0(s)”−1
–−1
(2.19)
En multipliant par le produit des opérateurs noninversés, on obtient :
{Mc(ω)} {M(ω)}
−1 = 1− {Mc(ω)}
“
ω − L0
(s)
”−1
⇒ {Mc(ω)} =
»
{M(ω)}−1 +
“
ω − L0
(s)
”−1–−1
(2.20)
En multipliant le seond membre par l'opérateur identité érit sous la forme {M(ω)}−1 {M(ω)}, on obtient nalement :
{Mc(ω)} =
»
1 + {M(ω)}
“
ω − L0
(s)
”−1–−1
{M(ω)} (2.21)
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2.2.2 Expression du prol spetral
Dans la suite, on utilise la notation : i, i′, ... pour repérer l'ensemble des nombres quantiques
des états |jimi〉, |j′im′i〉, ... de la moléule émettrie. On montre que la trae dans 2.23 s'exprime
suivant (voir p. ex. [15℄) :
I(ω) = − 1
π
Im
{ ∑
ii′ff ′
〈j′fm′f |XKQ |j′im′i〉〈〈j′im′i(j′fm′f )+|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jimi(jfmf )+〉〉
〈jimi|ρ(s)|jimi〉〈jimi|XKQ |jfmf 〉
}
(2.24)
où il a été introduit la notation suggérée par Baranger [2℄ :
|ab+〉〉 = |a〉〈b| (2.25)
an de représenter les opérateurs de l'espae de Hilbert sur lesquels agissent les opérateurs de l'espae
de Liouville. Ayant adopté ette dénition, on trouve que l'ation de l'opérateur de Liouville déni
par l'expression 2.8 est :
L|ab+〉〉 = (Ea − Eb) |ab+〉〉 ave Hˆ|a〉 = Ea |a〉 (2.26)
De plus, on voit apparaître dans l'expression 2.24 les états "spetrosopiques" des transitions radia-
tives : es états orrespondent aux éléments de matrie du moment multipolaire. On notera de plus
qu'a une pulsation ω donnée, plusieurs transitions de la moléule peuvent partiiper à l'absorption.
Dans l'équation 2.24 apparaissent les éléments diagonaux de la matrie densité, assoiés à des
états non dégénérés de la moléule émettrie. Ces éléments sont dénis par :
ρi ≡ 〈jimi|ρ(s)|jimi〉 = Z−1e−
Ei
kBT
(2.27)
où Z est la fontion de partition. An de réérire l'expression 2.24, on dénit dans un premier temps
les éléments de matrie réduite du moment multipolaire [7℄ :
〈jimi|XKQ |jfmf 〉 = (−1)ji−mi [ji]
1
2
(
ji jf K
mi −mf −Q
)
〈ji||XK ||jf 〉 (2.28)
e qui permet alors d'obtenir :
I(ω) = − 1
π
Im
{ ∑
ii′ff ′
(−1)ji+j′i−mi−m′i [jij′i] 12
(
j′i j
′
f K
m′i −m′f −Q
)(
ji jf K
mi −mf −Q
)
×〈j′i||XK ||j′f 〉〈〈j′im′i(j′fm′f )+|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jimi(jfmf )+〉〉
 ρi〈ji||XK ||jf 〉
}
(2.29)
On introduit ensuite la base des tenseurs irrédutibles dénis par :
|jij+f ;KQ〉〉 =
∑
mimf
(−1)ji−mi [K] 12
(
ji jf K
mi −mf −Q
)
|jimi(jfmf )+〉〉 (2.30)
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e qui à partir de 2.29 amène à l'expression :
I(ω) = − 1
π
Im
{ ∑
jij′ijf j
′
f
[jij
′
i]
1
2
[K]
〈j′i||XK ||j′f 〉〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jij+f ;KQ〉〉
 ρi〈ji||XK ||jf 〉
}
(2.31)
Finalement, on développe ette dernière expression en alulant le produit salaire. On utilise pour
ela la relation [7℄ :
TK  SK =
∑
Q
(−1)−Q TKQ SK−Q =
∑
Q
TKQ SKQ
∗
(2.32)
An d'utiliser ette relation en notera tout d'abord que les éléments de matrie réduite du moment
dipolaire sont réels. De plus, il a été montré par BenReuven [3℄ que l'opérateur dans l'espae de
Liouville {Mc(ω)}, développé sur la base des tenseurs irrédutibles dénis par 2.30, est diagonal par
rapport à K et Q et qu'il est indépendant de Q. Cette propriété se réperute alors sur les éléments
de matrie de l'opérateur [ω − L0(s) − {Mc(ω)}]−1 e qui permet d'eetuer la sommation sur les
[K] valeurs de Q et amène à :
I(ω) = − 1
π
Im
{ ∑
jij′ijf j
′
f
[
jij
′
i
] 1
2 〈j′i||XK ||j′f 〉〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jij+f ;KQ〉〉
×ρi〈ji||XK ||jf 〉
}
(2.33)
On remarque que ette dernière expression est indépendante des états Zeeman de la moléule émet-
trie. Or, elle ontient des éléments de la matrie de densité aratérisant les populations des niveaux
Zeeman. On remplae don les éléments ρi par les éléments dénissant les populations des niveaux
dégénérés, .-à-d. ρi → [ji]ρi, e qui permet d'obtenir [41℄ (f. Annexe C) :
I(ω) = − 1
π
Im
{ ∑
jij′ijf j
′
f
〈j′i||XK ||j′f 〉〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) −
{
Mc(ω)
}
]
|jij+f ;KQ〉〉
×ρi〈ji||XK ||jf 〉
}
(2.34)
avec
{
Mc(ω)
}
=
(
[j′i]
[ji]
) 1
2
{Mc(ω)} (2.35)
Finalement, on utilise ette dernière expression pour dérire le prol spetral d'une moléule dont
les transitions sont élargies en raison de l'interation ave d'autres moléules. Pour ela, on onstruit
dans un premier temps la matrie [ω−L0(s)−
{
Mc(ω)
}
], dont les éléments sur la base des tenseurs
irrédutibles sont :
ω − ωif − 〈〈j′ij′+f ;KQ|
{
Mc(ω)
} |jij+f ;KQ〉〉 (2.36)
Cette matrie est ensuite inversée an de permettre le alul de l'expression 2.34.
An de aratériser omplètement l'inuene des ollisions, il ne reste plus qu'a aratériser
l'opérateur {Mc(ω)} et dans la setion suivante ei est fait dans le adre de l'approximation d'im-
pat. Auparavant, nous examinons le as d'une transition moléulaire isolée, .-à-d. ne se reouvrant
pas spetralement ave d'autres transitions de la moléule.
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Prol d'une transition moléulaire isolée
De manière générale, on montre que l'opérateur {Mc(ω)} est non hermitique. Néanmoins il est
possible de l'exprimer en fontion de deux opérateurs hermitiques, ∆ et Γ, suivant :
{Mc(ω)} = ∆ − iΓ . Cei implique que de manière générale, les éléments de matrie de {Mc(ω)}
vont pouvoir être exprimés sous la forme :
〈〈j′ij′+f | {Mc(ω)} |jij+f 〉〉 = δi′f ′;if − i γi′f ′;if (2.37)
Dans le as d'une transition isolée, .-à-d. ne se reouvrant en fréquene ave auune autre transition
moléulaire, la matrie [ω − L(s)0 −
{
Mc
}
]−1 est diagonale. Dans e as partiulier, ses éléments de
matrie sont l'inverse des éléments de la matrie ω−L(s)0 −
{
Mc
}
. Finalement, on voit à partir des
expressions 2.37 et 2.34, dans laquelle la somme est réduite à un seul terme, que le prol spetral
de la transition est alors de type lorentzien :
I(ω) =
1
π
ρi|〈ji||XK ||jf 〉|2 γif ;if
(ω − ωij − δif ;if )2 − γ2if ;if
(2.38)
A partir de ette expression, on onstate que les ollisions ave les moléules du bain introduisent
d'une part un déalage en fréquene, et d'autre part un élargissement du prol spetral. La largeur
à mihauteur est alors 2 γif ;if et la transition est entrée à la fréquene ωif + δif ;if .
2.3 Approximation d'impat
Comme il a été vu à la setion préédente, l'interation ave les moléules du bain est représentée
par la moyenne sur les variables du bain de la matrie de relaxation, .-à-d. {Mc(ω)}, qui s'ajoute
alors omme une perturbation à l'opérateur L0
(s)
dérivant la moléule système lorsqu'elle est isolée.
L'expression exate de la matrie de relaxation est donnée par Fano [14℄. Néanmoins, dans le as
où la densité des moléules du bain est faible et lorsque la température du gaz est susamment
élevée, il est possible d'utiliser une expression approhée de la matrie de relaxation. On fait alors
les hypothèses suivantes :
 {Mc(ω)} est évaluée au premier ordre, .-à-d. que les termes retenus orrespondent à des
interations binaires entre les moléules émettries et les moléules du bain.
 on applique l'approximation d'impat qui assume que la durée d'une ollision est petite par
omparaison au temps séparant deux ollisions et don, que seules les ollisions omplètes sont à
onsidérer.
 on assume que les moléules du bain ont une "mémoire ourte" e qui onstitue l'approxima-
tion de Marko.
Ave l'ensemble de es assomptions la matrie de relaxation s'érit [14; 4℄ :
{Mc(ω)} ≃ nb {m(ω0)} (2.39)
où nb est la densité volumique des moléules du bain, m(ω) est l'opérateur de transition, dans
l'espae de Liouville, dérivant une ollision binaire et où ω0 est la pulsation de la transition radiative
à laquelle on s'intéresse.
2.3.1 Moyenne sur les variables du bain
La moyenne est eetuée sur l'ensemble des variables des moléules du bain et inlut une moyenne
sur l'énergie de translation des moléules du bain par rapport à la moléule système. Cette moyenne
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est dénie suivant [16℄ :
{m(ω)} = Tr (b)
[
m(ω)ρ(b)
]
=
∑
kk′
ρ(k)〈〈k′+k′|m(ω)|kk+〉〉 (2.40)
ave
∑
k
≡ 1
(2π)3
∫∫
k2dk dkˆ (2.41)
Dans ette expression, |k〉 représente une onde plane d'impulsion bien dénie dont la représentation
dans l'espae des oordonnées est 〈r|k〉 = exp[ik.r]. Le développement en ondes sphériques libres
(.-à-d. en fontions dont le moment inétique est bien déni) s'obtient à partir de la déomposition :
|k〉 ≡ |kkˆ〉 =
∑
l0m0
|kl0m0〉〈kl0m0|k〉 (2.42)
Dans la représentation des oordonnées, nous avons alors [26; 16℄ :
〈r|kl0m0〉 = ck jl0(kr)Yl0m0(rˆ) et 〈kl0m0|k〉 =
4πil0
ck
Y ∗l0m0(kˆ) (2.43)
où jl0 est une fontion de Bessel sphérique. Les oeients ck sont dénis à partir de la relation de
normalisation [16℄ :
〈kl0m0|k′l′0m′0〉 = δl0l′0δm0m′0δ(Ec − E′c) soit ck =
(
2kµ
π
) 1
2
(2.44)
où µ est la masse réduite assoiée à la moléule émettrie et à la moléule du bain. On a alors la
relation de normalisation :
∞∫
0
〈kl0m0|k〉〈k|kl˜0m˜0〉dkˆ = (2π)
3
µk
δl0 l˜0 δm0 m˜0 (2.45)
A partir de la relation 2.42, on dénit dans l'espae de Liouville :
|kk+〉〉 =
∑
l0m0
l˜0 m˜0
|kl0m0〉〈kl0m0|k〉〈k|kl˜0m˜0〉〈kl˜0m˜0|
=
∑
l0m0
l˜0 m˜0
〈kl0m0|k〉〈k|kl˜0m˜0〉|kl0m0(kl˜0m˜0)+〉〉
(2.46)
En utilisant ette relation dans l'expression 2.40 dérivant la moyenne sur les variables du bain de
la matrie de relaxation, on obtient :
{m(ω)} = 1
(2π)6
∑
l′0m
′
0
l˜′0 m˜
′
0
∑
l0m0
l˜0 m˜0
∫
k k′
k2k′ 2ρ(k) 〈〈(k′ l˜′0m˜′0)+k′l′0m′0|m(ω)|kl0m0(kl˜0m˜0)+〉〉dk dk′
×
∫
kˆ′
〈k′l′0m′0|k′〉∗〈k′|k′ l˜′0m˜′0〉∗ dkˆ′ ×
∫
kˆ
〈kl0m0|k〉〈k|kl˜0m˜0〉dkˆ (2.47)
Dans la suite, on introduit la notation :
|kl0m0〉〉 ≡ |kl0m0(kl0m0)+〉〉 (2.48)
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A partir des relations 2.47 et 2.45 et en introduisant l'énergie inétique Ec = [~
2k2/(2µ)]
1
2
, on
obtient nalement :
{m(ω)} =
∑
l0 l′0
m0m′0
∞∫
0
ρ(k)
k
µ
dk
∞∫
0
k′
µ
dk′ × 〈〈k′l′0m′0|m(ω)|kl0m0〉〉
=
∑
l0 l′0
m0m′0
∞∫
0
ρ(Ec)dEc
∞∫
0
dE′c × 〈〈k′l′0m′0|m(ω)|kl0m0〉〉 (2.49)
Inlusion des degrés de liberté internes des moléules du bain
Dans le as où les moléules du bain possèdent un moment de rotation ˆ2, il est interessant
d'utiliser un shéma de ouplage dans lequel e moment est ouplé au moment orbital lˆ0 [17℄. Dans
e shéma de ouplage, on aura :
|kl0m0〉〉|j2m2〉〉 = |kl0m0, j2m2〉〈kl0m0, j2m2|
=
∑
l m
l˜ m˜
(−1)l+l˜[ll˜] 12
(
l0 j2 l
m0 m2 −m
)(
l0 j2 l˜
m0 m2 −m˜
)
|kj2l0lm (kj2l0 l˜m˜)+〉〉 (2.50)
En appliquant la relation de fermeture dans l'espae des états |j2m2〉 des moléules du bain à la
relation 2.49, et en utilisant la relation préédente, on obtient :
{m(ω)} =
∑
j2m2 l0m0
j′2m
′
2 l
′
0m
′
0
∫∫
dE′c dEc ρ(Ec)× 〈〈j′2m′2|〈〈k′l′0m′0|m(ω)|kl0m0〉〉|j2m2〉〉
=
∫∫
dE′c dEc ρ(Ec)×
∑
j2m2 l0m0
j′2m
′
2 l
′
0m
′
0
∑
lm l′m′
l˜ m˜ l˜′ m˜′
(−1)l+l′+l˜+l˜′ [ll′l˜l˜′] 12
(
l0 j2 l
m0 m2 −m
)(
l0 j2 l˜
m0 m2 −m˜
)
(
l′0 j
′
2 l
′
m′0 m
′
2 −m′
)(
l′0 j
′
2 l˜
′
m′0 m
′
2 −m˜′
)
〈〈(k′j′2l′0l′m′)+k′j′2l′0l˜′m˜′|m(ω)|kj2l0lm(kj2l0 l˜m˜)+〉〉
=
∫∫
dE′c dEc ρ(Ec)×
∑
j2 l0
j′2 l
′
0
∑
lm l′m′
l˜ m˜ l˜′ m˜′
(−1)l+l′+l˜+l˜′ [ll′ l˜l˜′] 12 [ll′]−1 δll˜ δl′ l˜′ δmm˜ δm′m˜′
×〈〈(k′j′2l′0l′m′)+k′j′2l′0 l˜′m˜′|m(ω)|kj2l0lm(kj2l0l˜m˜)+〉〉
=
∫∫
dE′c dEc ρ(Ec)×
∑
j2 l0 l m
j′2 l
′
0 l
′m′
〈〈k′j′2l′0l′m′|m(ω)|kj2l0lm〉〉
(2.51)
On remarque la similitude ave l'expression 2.49, où n'était alors onsidéré que le moment orbital lˆ0.
Dans le as où le perturbateur possède une struture interne, la sommation dans l'expression 2.51
porte sur l'ensemble des moments intermédiaires. Dans la suite, on utilisera l'index β pour nous
référer à l'ensemble de es moments et le moment total des moléules du bain sera alors repéré par
lˆ. Bien entendu, dans le as où le perturbateur est un atome sans struture interne, β est l'ensemble
vide et on identie lˆ = lˆ0 .
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2.3.2 Setions eaes d'élargissement
Une expression générale pour m(ω) a été obtenue par Fano [14℄. Cellei ontient des termes
évalués on-the-energy-shell ainsi que des termes évalués o-the-energy-shell. Ces derniers termes
orrespondent a des aratéristiques d'états en ours de ollision et ne sont pas pris en ompte dans
le adre de l'approximation d'impat. En ne onsidérant plus les termes uniquement o-the-energy-
shell, on obtient l'expression de la matrie de relaxation onsidérée par BenReuven [4℄ :
〈〈I ′+F ′|m(ω)|IF+〉〉 ≃ 〈I ′|T (E′F + ω)|I〉〈F |F ′〉 − 〈I ′|I〉〈F |T (EI − ω)|F 〉∗
+iπ δ(E′I − EF − ω)〈I ′|T (E′I)|I〉〈F ′|T (EF )|F 〉∗
+iπ δ(E′F − EI + ω)〈I ′|T (EI)|I〉〈F ′|T (E′F )|F 〉∗ (2.52)
Dans ette expression, T (E) est l'opérateur de transition déni en théorie des ollisions et pour
lequel le alul s'eetue à l'énergie totale E. On a de plus adopté la notation :
|I〉 = |kβ lm, jimi〉 = |kβ lm〉|jimi〉 et |F 〉 = |kβ lm, jfmf 〉 (2.53)
soit |IF+〉〉 = |kβlm(kβlm)+〉〉|jimi(jfmf )+〉〉 (2.54)
où ji et jf sont les nombres quantiques de rotation de la moléule émettrie orrespondant à la
transition radiative. Cette dénition des états spetrosopiques I et F avant ollision, et I ′ et F ′
après ollision, représente une base dans laquelle les moments lˆ et jˆi (ou jˆf ) ne sont pas ouplés et
qui inlue les degrés de liberté de translation. Le produit salaire 〈I ′|I〉 vaut alors :
〈I ′|I〉 = δ(E′c − Ec) δi′i (2.55)
où i est un index repérant l'ensemble des nombres quantiques β, l, m, ji et jf .
Don, à partir de l'expression 2.54 aratérisant les états sur lesquels la matrie de relaxation
donnée par 2.52 est dénie, et en rappelant l'expression 2.51 obtenue pour {m(ω)}, on voit que l'on
a la relation :
〈〈j′im′i(j′fm′f )+| {m(ω)} |jimi(jfmf )+〉〉
=
∑
β l m
β′l′m′
∞∫
0
ρ(Ec)dEc
∞∫
0
〈〈I ′+F ′|m(ω)|IF+〉〉dE′c (2.56)
On obtient ensuite aisément, à partir de la dénition 2.30 des tenseurs irrédutibles, l'expression de
la matrie de relaxation développée sur ette base, e qui est néessaire au alul du prol spetral
donné par l'expression 2.35.
Simpliation des éléments de la matrie de relaxation
Dans l'expression 2.52, la pulsation ω à laquelle on évalue la matrie de relaxation n'est pas
néessairement égale à la pulsation de la transition radiative à laquelle on s'intéresse. Dans le as
des éléments o-the-energy-shell pour lesquels on a EI − EF 6= EI′ − EF ′ , la diérene d'énergie
entre deux transitions radiatives δω = ωi′f ′ − ωif intervient dans l'évaluation des éléments de la
matrie de transition. Néanmoins, et éart est généralement négligé en onsidérant que la relation
ω = ωi′f ′ = ωif est valide et on évalue alors la matrie de relaxation à une unique pulsation
ω0 ∼ ωif . Cei permet de simplier l'expression 2.52 où l'intégration sur l'énergie inétique après
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ollision impose que l'on ait EI = EI′ et EF = EF ′ . On a alors :
∞∫
0
〈〈I ′+F ′|m(ω)|IF+〉〉dE′c ≃ 〈i′|T (EI)|i〉δf ′f − δi′i〈f ′|T (EF )|f〉∗
+2πi 〈i′|T (EI)|i〉〈f ′|T (EF )|f〉∗ (2.57)
ave :
|i〉 = |β lm, jimi〉 ; |f〉 = |β lm, jfmf 〉 ; . . . (2.58)
Cette expression se réérit de manière plus onise en utilisant la matrie de diusion. En notant
Ti′i = 〈I ′|T (E)|I〉, on denit alors :
Ti′i(E) = δi′i − 2πiSi′i(E) (2.59)
Ce qui permet de réérire l'expression 2.57 sous la forme :
∞∫
0
〈〈I ′+F ′|m(ω)|IF+〉〉dE′c ≃
1
2πi
[
δi′i δf ′f − Si′i(EI)S∗f ′f (EF )
]
(2.60)
A partir des expressions 2.30, 2.60 et 2.56, on obtient nalement que les éléments de la matrie de
relaxation s'expriment suivant :
〈〈j′+i j′f ;KQ| {m(ω)} |jij+f ;KQ〉〉 = −i
∞∫
0
4πv2ρ(v)
(
v σi′f ′;if
)
dv ≡ {vσi′f ′;if} (2.61)
où v = (2Ec/µ)
1
2
et ave :
σi′f ′;if =
π
k2
∑
β l m
β′l′m′
∑
mimf
m′im
′
f
(−1)ji+j′i−mi−m′i [K]
(
ji jf K
mi −mf −Q
)
×
(
j′i j
′
f K
m′i −m′f −Q
)[
δi′i δf ′f − Si′i(EI)S∗f ′f (EF )
] (2.62)
La setion eae dénie dans ette dernière expression est appelée setion eae généralisée. Son
expression est dans e as donnée sur une base où le moment total lˆ assoié aux moléules du bain
n'est pas ouplé au moment de rotation de la moléule émettrie : on rappelle que dans le as ou les
moléules du bain possèdent un moment de rotation ˆ2, le moment lˆ est alors obtenu en ouplant
ˆ2 ave le moment orbital lˆ0 provenant de la desription en ondes planes du mouvement relatif
de translation (f. setion 2.3.1). Dans le paragraphe suivant, on dérive l'expression de la setion
eae généralisée sur une base ouplée.
Expression de la setion eae généralisée sur une base ouplée
Dans l'expression 2.62, les éléments de la matrie S sont obtenus sur une base de veteurs propres
non ouplés (f. setion préédente). On transforme ii ette expression en passant dans un shéma
où le moment de rotation de la moléule émettrie est ouplé au moment total lˆ des moléules du
bain. Les deux bases sont alors reliées par la transformation :
|β lm, jimi〉 =
∑
JiMi
(−1)ji−l−Mi [Ji]
1
2
(
ji l Ji
mi m −Mi
)
|β ji lJiMi〉 (2.63)
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En tirant parti du fait que le moment angulaire total Jˆ se onserve (.-à-d. que la matrie S est
diagonale par rapport à J) et de l'indépendane de la matrie S par rapport à la projetion M de
Jˆz, on voit que l'on a alors :
Si′i ≡ 〈β′ l′m′, j′im′i|S|β lm, jimi〉 =
∑
JiMi
(−1)ji+j′i−l−l′ [Ji]
(
j′i l
′ Ji
m′i m
′ −Mi
)(
ji l Ji
mi m −Mi
)
× 〈β′ j′i l′JiMi|S|β ji lJiMi〉︸ ︷︷ ︸
≡ SJii′i
(2.64)
En utilisant ette expression, on obtient que le seond terme (.-à-d. la somme où n'apparaissent
que les éléments de la matrie de diusion) de l'équation 2.62 se réérit :
A2 = π
k2
∑
β l m
β′l′m′
∑
mimf
m′im
′
f
∑
Ji Jf
MiMf
(−1)jf+j′f−mi−m′i [KJiJf ]
(
ji jf K
mi −mf −Q
)
(2.65)
×
(
j′i j
′
f K
m′i −m′f −Q
)(
jf l Jf
mf m −Mf
)(
ji l Ji
mi m −Mi
)
×
(
j′f l
′ Jf
m′f m
′ −Mf
)(
j′i l
′ Ji
m′i m
′ −Mi
)
SJii′i(EI)S
Jf ∗
f ′f (EF )
On simplie ette expression en utilisant la règle de sommation :∑
mimf m
(−1)ji+jf+l−mi−Mf
(
jf l Jf
mf m −Mf
)(
ji l Ji
mi m −Mi
)
×
(
ji jf K
mi −mf −Q
)
=
(
Jf Ji K
−Mf Mi −Q
){
Jf Ji K
ji jf l
}
(2.66)
e qui permet d'obtenir que 2.65 s'exprime suivant :
A2 = π
k2
∑
β β′ l l′
Ji Jf MiMf
(−1)l+l′+ji+j′i [JiJf ]
(
Jf Ji K
−Mf Mi −Q
)2{
Jf Ji K
ji jf l
}
×
{
Jf Ji K
j′i j
′
f l
′
}
SJii′i(EI)S
Jf ∗
f ′f (EF ) (2.67)
=
π
k2
∑
β β′ l l′
Ji Jf
(−1)l+l′+ji+j′i [JiJf ]
{
Jf Ji K
ji jf l
}{
Jf Ji K
j′i j
′
f l
′
}
SJii′i(EI)S
Jf ∗
f ′f (EF )
On onsidère maintenant le premier terme de l'expression 2.62. Dans le as où l'on a j′i = ji et
j′f = jf , on trouve que e terme vaut
3
:
A1 =
∑
β l m
β′l′m′
∑
mimf
m′im
′
f
(−1)−mi−m′i [K]
(
ji jf K
mi −mf −Q
)(
ji jf K
m′i −m′f −Q
)
× δβ′β δl′l δm′m δm′imi δm′fmf =
∑
β l l′m
δl′l =
∑
β l
[l] (2.69)
3
on utilise la relation :
MX
X=N
[X] = (M −N + 1)(M +N + 1) (2.68)
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Or, si l'on onsidère maintenant l'expression 2.67, on voit que d'autre part, e terme se simplie de
la même manière si l'on inlut dans son expression les fontions de Dira adéquates, soit :
A′1 =
∑
β l Ji
β′l′Jf
(−1)l+l′ [JiJf ]
{
Jf Ji K
ji jf l
}{
Jf Ji K
ji jf l
′
}
δβ′β δl′l
=
∑
β l
jf+l∑
Jf=|jf−l|
[Jf ]
[jf ]
=
∑
β l
[l] (2.70)
Don on vérie bien que A1 = A′1 dès lors que l'on se plae dans le as où j′i = ji et j′f = jf .
Finalement, à partir des relations 2.67 et 2.70, on obtient l'expression de la setion eae généralisée
(donnée par A′1 +A2) :
σi′f ′;if =
π
k2
∑
β β′ l l′
Ji Jf
(−1)l+l′+ji+j′i [JiJf ]
{
Jf Ji K
ji jf l
}{
Jf Ji K
j′i j
′
f l
′
}
×
[
δβ′β δj′i ji δj′f jf δl
′ l − SJii′i(EI)S
Jf ∗
f ′f (EF )
]
(2.71)
Cette dernière expression est elle qui est donnée par Green [17℄. Notons de plus que l'expression
"setion eae généralisée" provient de e que ellei se retrouve dans le traitement d'un grand
nombre de proessus physiques. Elle permet, entre autres, de traiter la dépolarisation ollisionnelle
et se réduit à l'expression des setions eaes inélastiques si l'on pose K = 0.
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Chapitre 3
Généralités
L'intensité d'une transition moléulaire dépend du nombre de moléules présentes dans les états
d'énergie qu'implique la transition. L'interprétation d'observations passe ainsi par la détermina-
tion des populations des niveaux d'énergie de la moléule, en haun des points de l'objet étudié.
Le peuplement de es niveaux étant inuené, d'une part, par des phénomènes mirosopiques où
interviennent les ollisions ave les autres moléules présentes dans le gaz et, d'autre part, par le
hamp de rayonnement, la détermination des densités volumiques des niveaux d'énergie est rendue
déliate pour plusieurs raisons. Une première diulté réside dans la méonnaissane des proes-
sus mirophysiques inuençant les moléules. En règle générale, les données utilisées pour dérire
les ollisions ave les moléules du gaz sont mal onnues. Ensuite, par l'intermédiaire du rayonne-
ment émis par les moléules de l'ensemble de la région ou en raison de la présene de soures de
rayonnement ontinu (poussières, protoétoiles, orps noir osmologique, ...), les moléules vont être
loalement inuenées par les onditions physiques de l'ensemble de la soure. Enn, dans le adre
d'observations astrophysiques, s'ajoute l'inertitude liée à la struture de l'objet observé. Ceuxi
étant vus en projetion sur le plan du iel, leurs strutures tridimensionnelles ne sont en géné-
ral aessibles que par le biais d'hypothèses. Cei rend déliat l'interprétation des observations ar
la détermination de la répartition spatiale des moléules est fortement dépendante des hypothèses
faites, notamment, sur les strutures en densité et en température. Dans le adre d'observations dans
les domaines infra-rouge ou millimétrique, les faibles résolutions angulaires motivent l'utilisation de
modèles simples visant à reproduire la géométrie des nuages.
La première partie de e hapitre présente les aspets théoriques liés à l'interprétation de spetres
moléulaires. Dans la deuxième partie, ertaines des méthodes de résolution utilisées lors de la
modélisation de soures astrophysiques sont examinées. En partiulier, on trouvera aux setions 4.1
et 4.2 la théorie relative aux méthodes LVG et MonteCarlo utilisées durant ette thèse. La méthode
CEP présentée à la setion 4.3 est ii détaillée ar d'une part, ette méthode est exate et d'autre
part, elle permet à priori de traiter de manière plus eae que les méthodes de type MonteCarlo le
problème du peuplement des moléules lorsque les opaités des transitions sont élevées. Néanmoins,
la méthode est pour le moment développée dans le as simple d'un milieu homogène et planparallèle
et une théorie plus générale reste à développer.
3.1 Equilibre statistique
L'état énergétique d'une moléule est inuené, d'une part, par l'interation ave le hamp de
rayonnement et d'autre part, par les ollisions ave les autres moléules du gaz. Si l'on onsidère les
proessus radiatifs, un photon peut être absorbé, entraîner l'émission d'un seond photon de même
fréquene ou bien la moléule peut émettre du rayonnement de manière spontanée. La onsidération
de l'ensemble de es proessus permet de déterminer la répartition des moléules parmi les états
d'énergie qui lui sont aessibles. En haque point de la soure (par la suite, et pour alléger les
expressions, on omet d'indiquer les dépendanes des paramètres par rapport à la position ~r), le
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bilan des interations se traduit par les équations d'équilibre statistique :
dni
dt
=
∑
j
[nj (Cji +Rji)− ni (Cij +Rij)] (3.1)
où Cij et Rij (en s
−1
) orrespondent, respetivement, aux taux de ollisions
1
entre les états i et j, et
aux probabilités de transition radiative. Pour une symétrie donnée de la moléule (p. ex. ortho ou
para), il n'existe pas de restrition sur les niveaux d'énergie aessibles lors d'une ollision. Ce n'est
pas le as pour les transitions radiatives pour lesquelles des règles de séletion, liées aux moment
multiplaire de la moléule, imposent que seuls ertains états sont onnetés radiativement. Les
termes radiatifs Rij s'expriment alors :
Rij =


Aij +
Bij
4π
∫
Ω
∫
ν
Iν(~n,~r)χij(ν, ~n,~r)dν dΩ si Ei > Ei
Bji
4π
∫
Ω
∫
ν
Iν(~n,~r)ψji(ν, ~n,~r)dν dΩ si Ei < Ej
(3.2)
où Iν(~n,~r) (en erg m
−2
s
−1
Hz
−1
sr
−1
) est l'intensité spéique à la fréquene ν, se propageant
suivant la diretion ~n, et où ψji(ν, ~n,~r) et χij(ν, ~n,~r) sont les prols spetraux normalisés d'absorp-
tion et d'émission induite. Enn, Aij (en s
−1
), Bij et Bji (en m
2
erg
−1
s
−1
) sont respetivement,
la probabilité d'Einstein d'émission spontanée et les probabilités d'émission induite et d'absorption.
Ces quantités sont reliées par les relations :
Aij =
2hν3ij
c2
Bij Bij =
gj
gi
Bji (3.3)
où gi et gj sont les poids statistiques des états i et j.
Le système représenté par l'équation 3.1 est nonlinéaire ar Iν(~n,~r) dépend des populations
des niveaux d'energie. De plus, l'intensité en ~r est en général fontion des onditions physiques de
l'ensemble de la soure, rendant le problème nonloal. Dans le as d'une moléule pour laquelle on
onsidère N niveaux d'énergie, l'équation 3.1 représente un système de N − 1 équations linéaire-
ment indépendantes : le système se ferme en imposant la onservation de la densité volumique des
moléules. Cei revient à négliger les proessus physiques ou himiques amenant à leur formation
ou à leur destrution : leur inlusion permet de rendre linéairement indépendantes les N équations
représentées par l'expression 3.1.
3.2 Prol Spetral
Le prol spetral résulte de plusieurs méanismes. Tout d'abord, haque transition moléulaire
ou atomique possède un prol naturel lié à la durée de vie nie des états d'énergie. Ce type de prol
est indépendant des propriétés thermodynamiques du gaz. Ensuite, d'autres proessus d'élargisse-
ment liés à la nature statistique du gaz interviennent, tels que l'élargissement doppler thermique
et miroturbulent. Enn, il existe aussi des proessus d'élargissement liés à la présene de hamps
életromagnétiques (p. ex. eet Stark ) ou dûs aux interations entre les moléules du gaz (élargis-
sement par ollisions, f. hapitre 2 ).
Lorsque l'on onsidère une moléule isolée pour laquelle les transitions radiatives sont unique-
ment d'origine dipolaire életrique, la durée de vie moyenne ∆t de la moléule dans l'état i est liée
1
Dans e manusript, un abus de language sera parfois renontré et onsiste à nommer taux de ollision les termes
Cij alors que le terme onsaré est onstante de vitesse de ollision.
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à la probabilité d'Einstein de désexitation spontanée Aij :
∆t =
∑
j
A−1ij ave Aij =
64π4
3hc3
µ2ijν
3
ij (3.4)
où µij est un élément de la matrie moment dipolaire et νij est la fréquene entrale de la transition
radiative. Le prol naturel d'une ligne moléulaire, lié à la durée de vie nie des niveaux d'énergie,
est de type Lorentzien :
Ψij(ν) =
1
π
γij
(ν − νij)2 + γ2ij
ave γij =
Aij
4π
(3.5)
Les élargissements doppler thermique et miroturbulent sont tous deux reliés à des propriétés sta-
tistiques du mouvement des moléules ou du gaz. Dans les deux as, il est justiable d'adopter pour
les vitesses une distribution maxwellienne. Le prol résultant de l'ensemble de es deux ontribu-
tions est alors le produit de onvolution de deux gaussiennes et le prol spetral résultant Φij(ν)
est lui aussi gaussien :
Φij(ν) =
1
σ
√
π
e
−
(ν−νij )
2
σ2
ave σ =
νij
c
[
2kBT
m
+ σ2turb
] 1
2
(3.6)
où m est la masse de la moléule, T est la température inétique du gaz et
√
2kBT/m est la
vitesse quadratique moyenne des moléules. La vitesse miroturbulente est σturb. Le prol spetral
résultant de l'ensemble de es ontributions, appelé prol de Voigt, orrespond alors à la onvolution
d'un prol lorentzien et d'un prol gaussien :
χij(ν) =
1
σ
√
π
a
π
∞∫
−∞
e
−y2
a2 + (u− y)2dy =
1
σ
√
π
H(a, u) ave a = γij/σ et u =
ν − νij
σ
(3.7)
Dans la limite où l'élargissement doppler est très nettement supérieur à la largeur du prol naturel,
.-à-d. a → 0, le prol 3.7 se réduit simplement au prol gaussien2 : χij(ν) ∼ Φij(ν) . Le prol
d'une transition radiative dépend don à la fois du domaine de longueur d'onde étudié et du milieu
onsidéré (a ∝ ν3/√T ). Dans le as de transitions moléulaires dans l'infrarouge et le millimétrique,
le prol des transitions est prinipalement gaussien. Notons que l'élargissement dû aux interations
entre les moléules du gaz onduit aussi à un prol lorentzien. Dans e as, malgré les longueurs
d'ondes des transitions moléulaires, le prol des transitions orrespond à un prol de Voigt, si la
densité du milieu est susante (p. ex. atmosphères ométaires ou planétaires).
3.3 Transfert de rayonnement
La résolution des équations d'équilibre statistique données par l'expression 3.1 néessite de
onnaître l'intensité spéique Iν(~n,~r) en haque point de la soure.
Soit une surfae dS de normale ~n. On herhe à aratériser l'énergie émise dans la diretion
~Ω, telle que ~n.~Ω = cos θ. On dénit alors l'intensité spéique Iν omme étant l'énergie émise, par
2
La fontion H(a, u) n'admet pas d'expression analytique simple. An d'étudier ette fontion, on utilise un
développement où apparaissent les fontions de Harris :
H(a, u) =
∞X
i=0
Hi(u)a
i
(3.8)
Dans le as où a est faible, le prol est orretement dérit par H0(u) = e
−u2
.
54 Chapitre 3. Généralités
unité de temps et de fréquene, par la surfae d'aire eetive dS osθ dans le ne d'angle solide
dΩ :
dEν = Iν cos θ dAdν dt dΩ (3.9)
Dans la suite, on supposera l'intensité spéique indépendante du temps. Cei est valable pour la
plupart des milieux étudiés en astrophysique où les temps dynamiques sont toujours très supérieurs
au temps mis par les photons pour s'éhapper du milieux.
θ
n
dS cos θ dS
dΩ
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Figure 3.1  Représentation
des oordonnées dénissant
l'intensité spéique émise par
la surfae dS de normale ~n
dans le ne d'angle solide dΩ
orienté suivant
~Ω.
L'équation de transfert de rayonnement s'établit en eetuant le bilan d'énergie le long d'un
parours élémentaire ds. Les gains sont alors mesurés par le oeient d'émissivité volumique ǫν
(en erg m
−3
s
−1
Hz
−1
sr
−1
) et les pertes dépendent du oeient d'absorption κν (en m
−1
) :
dIν(s)
ds
= ǫν − κν Iν(s) (3.10)
Il est ommode de réérire ette équation en introduisant la fontion soure Sν = ǫν/κν . On verra
en eet par la suite que ellei s'exprime simplement et de manières identiques pour les moléules
et pour les grains de poussière. Cei amène à dénir l'opaité, en posant dτν = −κν ds. Le signe
est introduit par onvention an que l'opaité soit nulle à l'endroit où émerge le rayonnement. La
position dans la soure est désormais repérée par l'opaité τν , dérivant l'eaité d'absorption à
la fréquene ν :
τν =
s=0∫
s=L
κν(s)ds (3.11)
A partir des relations préédentes, on rééxprime l'équation de transfert 3.10 suivant :
dIν (τν)
dτν
= Iν (τν)− Sν (τν) (3.12)
En onsidérant la propagation des photons sur une distane D dont la profondeur optique est τD,
on obtient alors une solution formelle pour l'intensité émergente Iν(τν = 0) :
Iν(0) = Iν(τD) e
−τD +
τD∫
0
Sν(τ
′
ν) e
−(τD−τ
′
ν)
dτ ′ν (3.13)
A partir de ette expression, on voit que l'intensité émergente néessite de aratériser la fontion
soure Sν en haun des points de la soure. Il n'est en général pas possible d'obtenir une solu-
tion analytique pour l'intensité lorsque la géométrie de la soure est omplexe, et la résolution du
problème passe alors par une approhe numérique. Dans le as simple où la fontion soure est
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onstante sur l'ensemble du nuage (elle est alors notée S0ν)
3
, on obtient pour l'intensité émergente
l'expression :
Iν(0) = Iν(τD) e
−τD + S0ν
(
1− e−τD) (3.14)
A partir de ette expression, il est intéressant
de voir l'eet introduit par l'opaité sur le pro-
l émergent. L'expression :
Iν(0)− Iν(τD)
S0ν − Iν(τD)
= 1− e−τD
ave τD = τ
0
D Φ(ν)
(3.15)
permet de mettre en évidene l'apparition d'un ef-
fet de saturation au entre de la raie, ainsi qu'un
élargissement de ellei. Dans le as où le milieu
est très optiquement épais à la fréquene ν, l'élar-
gissement provient du fait qu'un grand nombre
de moléules du gaz est suseptible d'émettre ou
d'absorber à ette fréquene. Les photons dont la
fréquene est prohe de la fréquene entrale de la
transition sont immédiatement réabsorbés et seuls
eux présentant un déalage susant par rapport
à la fréquene entrale peuvent s'éhapper du mi-
lieu. Le nombre de photons émis étant important
dans les ailes de la raie, ei entraîne un élargisse-
ment apparent de la transition.
Figure 3.2  Elargissement par opaité
La fontion soure dépend des propriétés en émission et en absorption des onstituants du gaz
dont la nature n'a jusqu'ii pas été onsidérée. On distingue alors les proessus liés à une émission
disrète (atomes ou moléules) de eux étant à l'origine d'un ontinuum en émission (p. ex. les
poussières). La fontion soure du gaz s'exprime alors suivant [7℄ :
Sν =
ǫcν + ǫ
l
ν
κcν + κ
l
ν
=
Slν + rνS
c
ν
1 + rν
ave rν =
κcν
κlν
; Scν =
ǫcν
κcν
; Slν =
ǫlν
κlν
(3.16)
où les diérentes quantités apparaissant dans ette expression sont indexées par rapport à une
origine de nature disrète (index l) ou ontinue (index c).
3.4 Spetre disret
3.4.1 Fontion soure
Pour une moléule, le oeient d'émissivité ǫlν est déni à partir de la probabilité d'Einstein
d'émission spontanée Aij . Le oeient d'absorption κ
l
ν s'obtient à partir des oeients d'émission
3
On verra dans la suite que ette hypothèse est peu réaliste, même dans le as où l'on suppose que les onditions
en densité et en température sont uniformes sur l'ensemble du nuage. En eet, même dans e as simple, il existe des
eets de bord de nuage et on obtient que le hamp de rayonnement moyen vu par les moléules dière en fontion de
la position dans la soure.
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induite Bij et d'absorption Bji :
ǫlν =
hνij
4π
niAijφij(ν) (3.17)
κlν =
hνij
4π
[njBjiψij(ν)− niBijχij(ν)] (3.18)
où φij(ν), ψij(ν) et χij(ν) sont les prols spetraux normalisés, et entrés à la fréquene νij . En géné-
ral, on applique le prinipe de redistribution omplète en fréquene suivant lequel
φij(ν) = ψij(ν) = χij(ν). Cei suppose que, lorsqu'une moléule absorbe un photon et qu'elle
se désexite ensuite radiativement, elle aît perdu la mémoire de la fréquene du photon initial
et de la diretion de propagation de eluii. Cette approximation suppose que les phénomènes de
diusion nonisotropes soient négligeables. Dans la suite, le prol spetral sera noté φij(ν) et on
réérit l'expression 3.2 en faisant intervenir le hamp de rayonnement moyen :
J¯ =
1
4π
∫
Ω
∫
ν
Iν(~n,~r)φij(ν, ~n,~r)dν dΩ (3.19)
On dénit la température d'exitation T ijex, par analogie ave l'équation de Boltzmann pour un
milieu à l'équilibre thermodynamique loal (ETL), suivant :
ni
nj
=
gi
gj
exp
(
− hνij
kBT
ij
ex
)
(3.20)
Dans le as où le milieu est à l'ETL, le peuplement des niveaux d'énergie est uniquement du aux
ollisions entre moléules et est omplètement déni à partir de la température inétique du gaz, T .
Dans e as, la température d'exitation aquiert un sens physique : T ijex = T . Les onditions hors
ETL sont aratérisées par un peuplement subthermique (T ijex < T ) ou suprathermique (T
ij
ex > T ),
suivant les onditions d'exitation de la moléule.
A partir des relations 3.17, 3.18, 3.20 et 3.3, on obtient pour la fontion soure :
Slν =
2hν3ij
c2
[
exp
(
hνij
kBT
ij
ex
)
− 1
]−1
= Bν(T
ij
ex) (3.21)
où Bν(T
ij
ex) est la fontion de Plank . Pour le domaine de longueur d'onde tel que hνij/kBT ≪ 1,
un développement limité amène à (approximation de RayleighJeans) : Bν(T ) ∼ 2kBTν2ij/c2 . En
utilisant ette expression pour la fontion soure , la solution de l'équation de transfert 3.14 s'érit :
TB(0) = TB(τD) e
−τD + T ijex
(
1− e−τD) ave TB(τν) = c2
2kBν
2
ij
Iν(τν) (3.22)
où TB est appelée température de brillane. Dans le domaine submillimétrique ou le domaine mil-
limétrique, l'approximation de RayleighJeans n'est pas obligatoirement valable (.-à-d. que pour
un milieu froid où T ∼ 10 K, l'approximation est valable si λ≫ 1.5 mm, soit ν ≪ 200 GHz). Néan-
moins les radioastronomes ont onservé ette notation pour aratériser l'intensité des transitions
radiatives et, la température de brillane est alors notée T ∗B .
3.4.2 Reouvrement de transitions
Dans le as où plusieurs transitions sont prohes en fréquene, l'équation de transfert 3.10
devient, en utilisant les expressions 3.17 et 3.18 dénissant respetivement l'émissivité et le oeient
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d'absorption :
dIν
ds
=
∑
ij
hνij
4π
Φij(ν) [niAij − (njBji − niBij) Iν ] (3.23)
De manière similaire au as où il n'existe pas de reouvrement en fréquene entre diérentes tran-
sitions, on dénit les fontions soures individuelles suivant (f. éq. 3.17 et 3.18) :
Sij =
ǫij(ν)
κij(ν)
=
niAij
nj Bji − niBij (3.24)
e qui permet de réérire 3.23 sous la forme :
dIν
ds
=
∑
ij
κij(ν) [Sij − Iν ] (3.25)
En denissant le oeient d'absorption total, à la frequene ν, ainsi que l'opaité totale suivant :
κ(ν) =
∑
ij
κij(ν) et τ(ν) = −
∞∫
s=0
κ(ν)ds (3.26)
on obtient que l'expression 3.25 s'érit :
dIν
dτ
= Iν −
∑
ij
(
κij(ν)
κ(ν)
Sij
)
(3.27)
A partir de ette dernière expression, on voit que lorsqu'il existe une possibilité de reouvrement en
fréquene de plusieurs transitions, la fontion soure devient :
S =
∑
ij
(
κij(ν)
κ(ν)
Sij
)
=
∑ hνij
4π
Φij(ν)niAij∑ hνij
4π
Φij(ν)njBji − niBij
(3.28)
Dans le as d'un milieu homogène pour lequel la fontion soure S est onstante, nous obtenons
une solution analytique pour l'intensité spéique :
Iν(τ) = Iν(0) e
−τ(ν) +

∑
ij
κij(ν)
κ(ν)
Sij

(1− e−τ(ν)) (3.29)
3.5 Spetre ontinu : poussières
3.5.1 Caratéristiques en émission et absorption des grains
Le oeient d'extintion κcν dépend à la fois de l'absorption et de la diusion par les grains
[11℄ :
κcν = nD Cext ave Cext = Cabs + Csca (3.30)
où la setion eae d'extintion Cext (en m
−2
), inlut les ontributions de l'absorption Cabs et
de la diusion Csca. Il est habituel d'introduire le paramètre adimensionné Qext = Cext/(πa
2) (on
dénit de même Qabs et Qsca), appelé eaité d'extintion, an de disuter le omportement des
58 Chapitre 3. Généralités
setions. Ces setions eaes dépendent de la nature des matériaux onstituant les grains. La
réponse d'un solide à la présene d'un hamp életromagnétique est représentée par les tenseurs
de polarisabilité életrique α
e
, et magnétique α
m
, dénis par les relations [11℄ : p = αe E et m
= αm H, où p et m sont les moments dipolaires életrique et magnétique induits. Si l'on onsidère
que les hamps E et H sont orientés suivant la diretion j, l'atténuation de l'onde inidente suivant
ette diretion orrespond aux setions eaes :
(Ceabs)j =
4πω
c
Im
{
αejj
}
(3.31)
(Cmabs)j =
4πω
c
Im
{
αmjj
}
(3.32)
(Cesca)j =
8π
3
(ω
c
)4 |αejj |2 (3.33)
(Cmsca)j =
8π
3
(ω
c
)4 |αmjj |2 (3.34)
Dans le as simple d'une partiule sphérique homogène de rayon a, les éléments αmjj et α
e
jj sont
indépendants de la diretion et sont donnés par :
αejj = a
3 ǫ− 1
ǫ+ 2
et αmjj = −
a3
2
(
1 +
3
y
otan(y)− 3
y2
)
ave y = ǫ
(ωa
c
)2
(3.35)
où ǫ = ǫ1(ν) + i ǫ2(ν), est la permittivité du matériaux (ou fontion diéletrique omplexe). Les
parties réelles et imaginaires de ǫ aratérisent le type de réponse du matériau à l'appliation d'un
hamp életromagnétique : ǫ1(ν) détermine la quantité de lumière rééhie et ǫ2(ν) la apaité
du matériau à absorber ou réémettre le rayonnement. Ces quantités sont reliées par la relation de
KramersKronig :
ǫ1(ν) = 1 +
2
π
P
∞∫
0
x ǫ2(x)
x2 − ω2 dx (3.36)
où P désigne la valeur prinipale de l'intégrale. Enn, il est possible de ontraindre expérimenta-
lement la fontion ǫ2(ν), e qui permet d'obtenir, à partir des relations préédentes, les setions
eaes de diusion et d'absorption.
Pour des longueurs d'ondes supérieures à la taille des grains, la ontribution de la diusion au o-
eient d'extintion devient négligeable. En eet, si l'on néglige la omposante dipolaire magnétique
(approximation de Rayleigh) on obtient à partir de 3.31, 3.33 et 3.35 :
Cabs
Csca
=
(
λ
a
)3
F (ǫ) (3.37)
Notons que ǫ est également une fontion de λ et de a, ave ependant une dépendane moins pro-
nonée que (λ/a)3, e qui permet de voir que la diusion devient négligeable lorsque λ ≫ a. La
Figure 3.3 montre les ontributions respetives de la diusion et de l'absorption à l'eaité d'ex-
tintion, pour des grains de siliates astrophysiques et de graphite (voir setion 3.5.2 et [11℄ ). On
onstate que l'addition de gros grains rend la diusion eae jusqu'aux longueurs d'onde de l'ordre
de λ0 ∼ 10 a. De plus, on remarque que lorsque la taille des grains augmente, la diusion devient
la ontribution prinipale à l'extintion, pour λ < λ0. Dans les régions de formation d'étoiles, il
est ouramment admis que les plus gros grains ont une taille de l'ordre de amax ∼ 0.5 − 1µm, e
qui implique qu'il est néessaire de prendre en ompte la diusion aux longueurs d'ondes λ < 10µm.
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Figure 3.3  Contribution de l'absorption et de la diusion a l'eaité d'extintion pour des grains de
graphite ou de siliate.
Enn, pour des grains à la température Td, l'émissivité est donnée par :
ǫcν = nD CabsBν (Td) (3.38)
Si la ontribution à l'extintion de la diusion est négligeable, la fontion soure s'érit alors :
Scν = Bν (Td) (3.39)
Cette expression est similaire à l'expression de la fontion soure Slν obtenue dans le as d'une
transition disrète.
3.5.2 Distribution de tailles
An de dérire l'extintion produite par la poussière, on doit prendre en ompte les diérents
types de grains présents dans le gaz. La aratérisation de la nature exate des grains de poussière
présents dans le milieu interstellaire est atuellement un hamp atif de la reherhe en astrophy-
sique. On distingue plusieurs atégories de grains : les "gros grains" (qq 10 nm < a < qq µm) dont la
ontribution à l'extintion totale est importante de l'UV jusqu'aux ondes millimétriques. Ces grains
ont une température de surfae onstante dans le temps et leur émission est thermique. Les VSG
(Very small grains, ave a ∼ qq nm ) dont l'émission varie de manière stohastique, sous l'inuene
de l'absorption de photons UV, et les PAH (Polyylique Aromatique Hydroarbons) présentant une
signature spetrale aratéristique de yles arbonées onstitués de plusieurs entaines d'atomes
de C. On onsidère généralement que les gros grains sont onstitués majoritairement d'atomes de
arbone, sous forme amorphe ou ristalline, et de siliates. Bien que la struture des grains soit
enore mal ontrainte, on onsidère atuellement que euxi doivent être poreux, en raison de leur
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mode de formation, par arétion de grains de plus petite taille. Dans les régions froides, les grains
sont reouverts de glaes formées d'H2O, CO, NH3 ...
An de modéliser les grains du MIS, on utilise fréquemment le modèle de Draine [11℄ qui est
une extension du modèle proposé initialement par Mathis, Rumpl et Nordsiek (modèle MRN) [10℄.
Ce modèle est attrayant en raison de sa simpliité et de son eaité à reproduire les observations
dans l'IR et le millimétrique. Ce modèle onsiste à supposer des grains sphériques de graphite et de
siliates astrophysiques dont les propriétés optiques sont ajustées a partir des observations. An de
représenter orretement l'extintion, on introduit de plus une distribution de taille pour les grains.
Le nombre de grains de l'espèe i, par atome d'hydrogène, dont le rayon est ompris entre a et
a+ da est [10℄ :
dni (a) = Ai a
−3.5 n(H)da (3.40)
où Ai (en m
2.5
) est un oeient de normalisation et où n(H) est la densité volumique d'atomes
d'hydrogène, sous forme atomique ou moléulaire. En se donnant les tailles maximales et minimales
des grains, on a alors la taille moyenne des grains de l'espèe i donnée par :
〈ni〉 =
amax∫
amin
ni(a)da =
2
5
n(H)Ai
[
a−2.5min − a−2.5max
]
(3.41)
En supposant des grains sphériques de masse volumique uniforme ρi , on a pour la masse moyenne
des grains de l'espèe i :
〈mi〉 = 1〈ni〉
amax∫
amin
4
3
πa3 ρi ni(a)da =
8π n(H)
3 〈ni〉 ρiAi (
√
amax −√amin) (3.42)
Dans les onditions typiques du milieu interstellaire, le rapport de masse entre la poussière et le
gaz est typiquement ∼ 100. A partir de la relation préédente et en supposant que les grains des
diérentes espèes obéissent à la même distribution de taille, on obtient :
MG/D =
n(H)m(H)∑
i
〈ni〉 〈mi〉
=
n(H)m(H)
8π
3
(
√
amax −√amin)
∑
i
ρiAi
(3.43)
e qui permet de dénir les oeients Ai. Le oeient d'absorption en un point de la soure
s'érit :
κcν =
∑
i
∫
a
Qiext(a)πa
2ni(a, r)da = n(H) 〈Qext(r)〉
ave 〈Qext(r)〉 =
∑
i
πAi(r)
amax(r)∫
amin(r)
Qiext(a)a
−1.5
da
(3.44)
où ni(a, r) est la densité volumique des grains de l'espèe i, de taille a, au point de oordonnée r.
〈Qext(r)〉 aratérise les propriétés loales des poussières, en haque point de la ligne de visée, à
travers la dimension des grains et les aratéristiques des matériaux les onstituant. Le omporte-
ment de 〈Qext(r)〉 en fontion de la longueur d'onde est sensible à la fois à la dimension maximale
amax des grains et à la proportion des matériaux. Sur la Figure 3.4 est représentée 〈Qext(r)〉 pour
de la poussière dont le pourentage en masse de siliates est xsil = Asil/(Asil+Agra). La dimension
maximale des grains est la même pour les deux onstituants et varie entre 0.25µm et 3.0µm. La
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Figure 3.4  Prol d'absorption omme fontion de la taille des grains et de la proportion de siliates
astrophysiques et de graphite.
masse volumique de la poussière pour l'ensemble des modèles est identique et est xée à partir
du rapport MG/D = 100, en utilisant ρsil = 3.30 g m
−3
et ρgra = 2.26 g m
−3
. On onstate à
partir des diérents panneaux de la Figure 3.4 que l'extintion est dominée par les siliates pour
8 < λ < 70 µm ave des bandes spetrales aratéristiques à 9.7 et 18 µm alors qu'au delà de
70 µm, la ontribution majoritaire provient des grains de graphite. De plus, on remarquera que
la dimension maximale des grains inuene l'absorption due aux siliates entre 1 et 10 µm alors
que pour le graphite, l'inuene est forte entre 1 et 100 µm. Ces propriétés rendent possibles une
estimation à la fois de amax et des proportions des matériaux onstituant la poussière.
On onstatera de plus à partir de la Figure 3.4 qu'il n'existe pas de signature spetrale étroite,
par omparaison aux hamps de vitesse présents dans les nuages. Cei entraîne qu'il est assez dif-
ile de ontraindre les propriétés de la poussière en haun des points de la ligne de visée, et les
observations ne permettent de déduire que les propriétés moyennes de la olonne densité de poussière.
En moyennant sur la dimension des grains l'émissivité donnée par l'équation 3.38, on obtient :
ǫcν =
∑
i
∫
a
Qiabs(a)πa
2 ni(a, r)Bν(Td)da = n(H) 〈Qabs(r)〉Bν(Td)
(3.45)
où l'expression dénissant 〈Qabs(r)〉 est identique à elle de 〈Qext(r)〉 dans 3.44, en ne onsidérant
ette fois que l'absorption. On obtient nalement que la fontion soure Scν se réduit à la fontion
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de Plank, lorsque la diusion peut être négligée, e qui est similaire au as vu les grains sont de
taille unique (f. éq. 3.39)
3.6 Réponse du télesope : résolution angulaire
Comme il a été vu préédemment, le ux émis par un nuage est aratérisé, à une fréquene et
pour une diretion de propagation donnée, par la température de brillane T ∗B . Cependant, ette
quantité n'est pas diretement mesurable et l'analyse d'observations néessite don de prendre en
ompte la réponse instrumentale. Cette réponse va être aratérisée par le diagramme de puissane
Pν(θ, φ) de l'antenne. Celuii dépend de la fréquene et de la position de la soure par rapport à
l'axe du télesope, qui est repérée par la distane angulaire (θ, φ). Par exemple, si l'on onsidère le
as d'un télesope optique, le diagramme de puissane est la fontion d'Airy. La puissane olletée
par l'instrument provient alors prinipalement du lobe prinipal, dont la taille angulaire est notée
θmb et, dans une moindre mesure, des lobes d'erreur. Le diagramme de puissane se normalise par
rapport à la puissane totale reçue et on dénit le gain de l'antenne suivant :
Gν(θ, φ) =
Pν(θ, φ)∫
4π Pν(θ, φ)dΩ
(3.46)
On introduit ensuite des oeients aratérisant le rendement de l'antenne. Tout d'abord, on
dénit le rendement du télesope vis à vis d'une illumination provenant de l'hémisphère frontal.
Soit l'eaité vers l'avant F
e
("forward eieny") donnée par :
F
e
=
∫
2π
Gν(θ, φ)dΩ (3.47)
On introduit de plus l'eaité du lobe prinipal B
e
("beam eieny") qui est le rendement de
l'antenne pour une soure dont la dimension angulaire Ω
mb
ouvre le lobe prinipal :
B
e
=
∫
Ω
mb
Gν(θ, φ)dΩ (3.48)
On denit ensuite la température d'antenne T ∗A suivant :
T ∗A =
1
F
e
∫
4π
T ∗B(θ, φ)Gν(θ0 − θ, φ0 − φ)dΩ (3.49)
En règle générale, il est possible d'approximer le gain à partir de Gaussiennes représentant le lobe
prinipal et les diérents lobes d'erreur.
Gν(θ, φ) =
∑
i
ηi Fi(θ, φ) ave Fi(θ, φ) = 1
πσθ,i σφ,i
exp
[
−
(
θ2
σ2θ,i
+
φ2
σ2φ,i
)]
(3.50)
où η0 = Be et où, pour i > 0, on a déni l'eaité ηi du i
ème
lobe d'erreur. Le gain étant normé
par rapport à la puissane totale reçue, on voit que les eaités ηi des lobes d'erreur sont liées à
B
e
par : ∑
i>0
ηi = 1−Be (3.51)
De plus, il est ourant d'assumer que le diagramme de puissane est à symétrie de révolution suivant
φ, amenant à : ∀i σφ,i = σθ,i = θi/(2
√
ln 2) où θi est le diamètre angulaire à mipuissane du i
ème
lobe.
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Enn, dans le adre de ette approximation, onsidérons le as d'un télesope "parfait" dont
le diagramme de rayonnement G′(θ, φ) = F0 est tel que toute la puissane reçue provient du lobe
prinipal Ω
mb
. On a alors F
e
= B
e
= 1 et la température d'antenne, alors appelée température de
lobe prinipal et notée T
mb
vaut :
T
mb
=
∫
4π
T ∗B(θ, φ)F0(θ0 − θ, φ0 − φ)dΩ (3.52)
En onsidérant les expressions 3.49 et 3.50 et en tronquant à l'ordre 0, on voit que les températures
T
mb
et T ∗A sont alors liées par :
T ∗A =
B
e
F
e
T
mb
(3.53)
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Chapitre 4
Méthodes de résolution
4.1 Grands gradients de vitesse (LVG)
La résolution du système d'équation 3.1 onstitue un problème nonloal, du fait que les dié-
rentes régions du nuage sont ouplées par le rayonnement des moléules. Néanmoins, il est possible
de ramener le problème à un problème loal sous ertaines onditions [8; 2℄. C'est le as lorsqu'il
existe de grands gradients de vitesses dans la soure (d'où l'appellation LVG, pour Large Veloity
Gradient). Le déouplage est alors dû au déalage par eet Doppler des fréquenes entrales des
prols d'absorption.
On s'intéresse à la propagation du
rayonnement suivant une diretion ~z et
pour un paramètre d'impat p. Le ou-
plage radiatif va être eetif tant que
pour deux points de la soure, de oor-
données (r, z) et (r′, z′), l'éart entre les
fréquenes entrales (orrigées de l'eet
Doppler) est inférieur à la largeur σD du
prol :∣∣∣∣ν0c
(
V (r)
r
z − V (r
′)
r′
z′
)∣∣∣∣ < σD (4.1)
z
p
θ
r
direction de propagation
rc
z
p
Figure 4.1  Coordonnées utilisées en géomé-
trie sphérique.
Dans la suite, on notera Vz = V (r) z/r la vitesse au point r projetée suivant la diretion de
propagation. Dans le as d'un hamp de vitesse linéaire
1
par rapport à r, la distane L de la région
sur laquelle les moléules sont ouplées radiativement, appelée longueur de Sobolev, est [8℄ :
L = σD
[
ν0
c
∣∣∣∣∂Vz∂z
∣∣∣∣
]−1
(4.3)
On onstate que pour de grands gradients de vitesse, L devient faible. L'approximation LVG est alors
introduite en faisant l'hypothèse que, à l'éhelle de L, les onditions dans la soure sont uniformes.
1
Dans le as d'un hamp de vitesse non linéaire, un développement en série de Taylor donne :
Fp(z
′) =
V (r)
r
z −
V (r′)
r′
z′ =
`
z′ − z
´
dFp(z
′)
dz′
+
∞X
k=1
(z′ − z)
k
k!
d
kFp(z
′)
dz′k
˛˛˛
˛
z′=z
(4.2)
Le premier terme est noté ∆z ∂Vs/∂s, et permet de dénir la dimension sur laquelle les moléules sont ouplées
radiativement, dans le as où le hamp de vitesse est une fontion linéaire de r. Dans le as d'un omportement plus
omplexe pour V (r), une ondition susante pour que la méthode reste valable est que le signe de dkFp(z
′)/dz′k
soit le même à tous les ordres k. Dans le as ontraire, il est possible qu'un photon réé en un point du nuage puisse
s'éhapper loalement du milieu mais qu'il soit réabsorbé en un autre point de la diretion de propagation.
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Loalement, le oeient d'absorption s'exprime :
κν(p, z) = κ0(p, z)φ
(
ν − ν0
c
Vz(p, z)− ν0
)
(4.4)
ave κ0(p, z) =
hνul
4π
[nl(r)Blu − nu(r)Bul] (4.5)
L'opaité à la fréquene ν est importante pour les régions où le hamp de vitesse est tel que :
ν − ν0
c
Vz(p, z) − ν0 ∼ 0 ⇔ Vz(p, z) ∼ c
(
ν
ν0
− 1
)
(4.6)
et, sous ertaines onditions onernant le hamp de vitesse, il n'existe qu'une région sur la ligne
de visée vériant ette ondition. Don, à une fréquene donnée ν , la ontribution à l'opaité pour
l'ensemble de la ligne de visée provient uniquement de la région [z0 − L; z0 + L] où z0 vérie :
Vz(p, z0) = c (ν/ν0 − 1), et l'opaité en un point z est alors donnée par :
τν(p, z) =
z∫
−∞
κν(p, z
′)dz′ = κ0(p, z0)
z∫
−∞
φ
(
ν − ν0
c
Vz(p, z
′)− ν0
)
dz′
=


κ0(p, z0)
z0+L∫
z0−L
φ
(
ν − ν0
c
Vz(p, z
′)− ν0
)
dz′ si z > z0 + L
0 si z < z0 − L
(4.7)
Dans la limite où L→ 0, .-à-d. lorsque le gradient de vitesse est largement supérieur à la largeur du
prol d'absorption, on obtient alors un omportement asymptotique où τν(p, z) devient proportion-
nel à une fontion de Heaviside. En eetuant le hangement de variable x(z) = ν−ν0−ν0 Vz(p, z)/c,
on réérit l'opaité sous la forme τν(p, z) = τ(p,∞)× y(z) ave [2℄ :
τ(p,∞) = κ0(p, z0)
[
∂Vz(r)
∂z
∣∣∣∣
p
]−1
z=z0
et y(z) =
x(z)∫
−∞
φ(x′)dx′ (4.8)
Le hamp de vitesse étant dénie omme une fontion radiale, il est ommode de réérire τ(p,∞),
en utilisant :
∂Vz(r)
∂z
∣∣∣∣
p
=
d
dr
(
V (r)
z
r
)
d r
dz
=
z
r
d
dr
[
V (r)
r
z
]
=
V (r)
r
[
1 +
z2
r2
(
dlnV (r)
dlnr
− 1
)]
(4.9)
A partir de la solution formelle obtenue pour Iν(p, z) (f. éq. 3.13 et éq. 3.14), on obtient une solution
analytique pour l'intensité spéique en (p, z). Les photons pouvant interagir ave les moléules de
la région proviennent du segment [z−L, z] sur lequel on suppose que la fontion soure est onstante
donnant :
Iν(p, z) = I0e
−τν(p,z) +
τν(p,z)∫
0
S(p, z′)e−(τν(p,z)−τν(p,z
′))
dτν(p, z
′)
= I0e
−τν(p,z) + S(p, z)(1 − e−τν(p,z)) (4.10)
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La quantité intervenant dans l'équation d'équilibre statistique est l'intensité spéique, intégrée sur
l'ensemble des diretions et en fréquene (f. éq. 3.2). En faisant intervenir la variable y(z) dénie
en 4.8 (et notée y), on obtient pour l'intégration sur les fréquenes :
F (p, z) =
∞∫
0
φν(p, z) Iν(p, z)dν = S(p, z) +
1∫
0
(I0 − S(p, z)) exp [−τ(p,∞) y] dy
= S(p, z) + (I0 − S(p, z)) 1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞) (4.11)
L'intensité inidente I0 dépend de la diretion de propagation. Pour les diretions ne roisant pas le
rayon de la soure entrale, l'intensité inidente est donnée par le rayonnement de fond osmologique,
.-à-d. par un rayonnement de orps noir de température Tbg . On suppose de même que la soure
entrale émet omme un orps noir à la température Tc. L'angle solide soustendu par la soure
entrale étant Ωc, l'intégration angulaire de 4.11 donne :
J¯(p, z) =
1
4π


∫
Ω
S(p, z)
[
1− 1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞)
]
dΩ+
∫
Ωc
Ic
[
1− 1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞)
]
dΩ
+
∫
Ω−Ωc
Ibg
[
1− 1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞)
]
dΩ


= S(p, z) (1− β) +Bν0(Tc)βc +Bν0(Tbg) (β − βc) (4.12)
où l'on a fait apparaître les probabilités d'éhappement β et βc :
β =
1
2
1∫
−1
1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞) dµ et βc =
1
2
1∫
q
1−( rcr )
2
1− exp [−τ(p,∞)]
τ(p,∞) dµ (4.13)
4.2 Monte-Carlo (MC)
4.2.1 Théorie
Le méthode MonteCarlo (MC) a été développée dans le as de l'émission des moléules par
Bernes [1℄. La simpliité oneptuelle de ette méthode la rend partiulièrement attrayante et per-
met, au moins en prinipe, de traiter de l'émission en provenane de régions dont la géométrie est
omplexe.
Les méthodes de type MC se basent sur la génération de nombres aléatoires reproduisant er-
taines quantités physiques du problème à traiter. Celuii est alors diretement formulé à partir des
équations fondamentales le dérivant. Appliqué aux nuages froids et dans sa formulation initiale,
les quantités générées de manière aléatoire sont la fréquene des photons, leur lieu d'origine dans le
nuage et leur diretion de propagation. Ensuite, on suit le parours de es photons en dénombrant, à
haque pas, le nombre d'absorptions et d'émissions induites, e qui permet de aluler de nouvelles
populations pour les niveaux d'énergie de la moléule dans les diérentes régions du nuage.
An de modéliser la géométrie du nuage, eluii est déomposé en ellules élémentaires (indi-
ées par m), à l'intérieur desquelles les onditions physiques sont supposées uniformes. Par exemple,
si l'on onsidère une géométrie sphérique, on pourra adopter une disrétisation en ouhes onen-
triques. Ensuite, an de représenter les photons, on introduit la notion de marophotons. Chaun
d'eux représente une quantité W 0ul(m) ∝ N rul(m) de photons réels, estimée pour haque ellule, en
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fontion du nombre d'émissions spontanées N rul(m) = nu(m)AulV (m) (où V (m) est le volume de
la ellule). On proède don de manière itérative en estimant initialement les populations ni(m).
La diretion de propagation, représentée par le veteur ~n est déterminée de manière aléatoire ainsi
que la fréquene νul des photons. En supposant l'existene de hamps de vitesse dans la soure,
aratérisés dans haque ellule par le veteur ~v(m), la fréquene des photons est tirée dans un
intervalle σ autour de la fréquene entrale loale et orrespond au prol normalisé :
φνul(m) =
1
σ
√
π
exp
[
1
σ2
(
ν − νul
(
1− ~v(m)  ~n
c
))2]
(4.14)
où σ inlut les élargissements thermique et miroturbulent et est déni par l'équation 3.6. Ensuite,
à l'intérieur de haque ellule, les marophotons sont autorisés à parourir une distane s1 sur
laquelle l'opaité est :
τul =
hνul
4π
φνul(m) [nl(m)Blu − nu(m)Blu] s1 (4.15)
La quantité de photons transmis après le parours de la distane x :W (x) =W 0ul(m) exp (−τulx/s1),
permet de déterminer la quantité de photons absorbés après le parours s1, par unité de volume et
par atome dans l'état l :
hνul
4π
φνul(m)nl(m)Blu
s1∫
0
W (x)dx =
Blu
nl(m)Blu − nu(m)BluW
0
ul(m) [1− exp (−τul)] (4.16)
Cette quantité est ensuite ajoutée à un ompteur : Nlu(m).
Le parours des marophotons est suivi jusqu'à e qu'ils quittent le nuage ou bien que leur poids
deviennent négligeables. Une fois l'ensemble des marophotons lanés, on détermine les populations
dans les diérentes ellules du nuage. Sahant que, pour haque ouhe, on a BluJ¯(m) ≡ Nlu(m),
et en utilisant les relations 3.1, 3.2 et 3.3, on obtient que l'équation d'équilibre statistique s'exprime
suivant : ∑
j>i
[
nj(m)
(
Aji +
gi
gj
Nij(m) + Cji
)
− ni(m) (Nij(m) + Cij)
]
=
∑
j<i
[
ni(m) (Aij +Nij(m) + Cij)− nj(m)
(
gi
gj
Nij(m) + Cji
)]
(4.17)
Les populations obtenues en résolvant e système d'équations dénissent alors les onditions initiales
de l'itération suivante.
L'inonvénient de ette méthode est que la onvergene des populations est inversement pro-
portionnelle au nombre de marophotons lané, ette limitation étant inhérente à la méthode et
due à la présene de variables aléatoires. De plus, le nombre d'itérations néessaires an d'atteindre
la onvergene est du même ordre de grandeur que l'opaité de la transition la plus optiquement
épaisse. Cei est dû au fait que pour une transition très optiquement épaisse, la sphère d'inuene
des photons est faible et que l'information qu'ils transportent de prohe en prohe met du "temps"
à se propager.
4.2.2 Variables aléatoires
Dans la as d'un nuage à symétrie sphérique, la géométrie du nuage est divisée en ouhes
onentriques et on note ri(m) et re(m) les rayons inférieurs et supérieurs de la ouhe m. Du fait
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de la symétrie sphérique l'origine des photons n'est à onsidérer que suivant l'un des rayons, hoisit
omme étant l'axe O~z (f. Figure 4.1). La diretion de propagation est alors déterminée par l'angle
θ = cos−1 µ (ave µ = z/r) que forme ellei ave l'axe O~z.
Comme préisé par Bernes [1℄, les photons émis par désexitation spontanée sont émis de manière
isotrope et les valeurs de µ doivent don être déterminées en onsidérant une distribution uniforme
sur l'intervalle J−1; 1K. Cei est vérié en utilisant : µ = 2a − 1 où a est une variable aléatoire
telle que : a ∈ J0; 1K. Les photons extérieurs sont assoiés à une distribution uniforme de µ2, soit,
µ = −√a.
Le point d'origine des photons doit être hoisi pour que des volumes égaux de gaz soient à
l'origine du même nombre de photons émis. Cette ondition est respetée lorsque pour haque
ouhe, le rayon d'origine est hoisit omme étant : r =
[
ri(m)
3+
(
re(m)
3 − ri(m)3 )a]
1
3
.
4.2.3 Améliorations
Comme il a été dit auparavant, les variables aléatoires sont à l'origine du bruit dans la mé-
thode MonteCarlo et une amélioration de ellei est possible en adoptant une distribution pour
représenter les variables dont les valeurs sont initialement déterminées aléatoirement [6℄.
A l'intérieur de haque ouhe on dénit don N r lieux d'origine pour les photons et pour haque
origine, N θ diretions de propagation réparties uniformément dans l'intervalle µ ∈ J−1; 1K. Pour les
photons émis par la soure entrale (en rc) ou bien pour eux du rayonnement extérieur (en R), la
diretion de propagation se situe dans l'intervalle µ ∈ J0; 1K.
Les fréquenes des photons émis dans haque ouhe sont éhantillonnées en fontion du prol
spetral en divisant eluii en Nν intervalles égaux de largeur ∆ν. Dans la as d'un prol spetral
gaussien, l'éhantillonnage doit être tel que ∆ν/σ < 1/3, an d'en permettre une bonne représen-
tation. Le poids initial assoié à haque fréquene est ensuite déni suivant :
W 0ij,n ∝ nij(m)AijV (m)
ν+n∫
ν−n
φνij(m)dν (4.18)
où ν−n et ν
+
n sont les limites en fréquenes du n
ème
intervalle. Les photons du ontinuum sont dénis à
partir d'une bande passante en fréquene ouvrant l'ensemble des transitions. Cette bande passante
est ensuite divisée en intervalles de poids égaux.
4.2.4 Comparaisons
Dans e paragraphe, on ompare les deux méthodes présentées préédemment par rapport à un
modèle de nuage moléulaire, la struture adoptée pour le nuage étant identique au problème 2a de
Leiden (f. [12℄ et la setion suivante), hormis pour le hamp de vitesse : le alul est ii eetué
pour un nuage statique. La Figure 4.3 présente les températures d'exitations, en fontion du rayon
normalisé, pour les 6 premières transitions rotationelles de HCO
+
. Les diérenes relatives entre les
résultats des deux méthodes sont indiquées en haut à droite de haque panneau.
An d'illustrer la présene de bruit MC, deux aluls obtenus ave la méthode MC originale
sont présentés. Le premier est obtenu ave un nombre réduit de marophotons et dans le seond,
leur nombre est augmenté lors des itérations suivantes. Dans le seond alul, le bruit est réduit
du fait du plus grand éhantillonnage des paramètres déterminés aléatoirement (fréquene, origine
et diretion de propagation des photons). De plus, on remarquera que les deux méthodes sont en
moins bon aord dans la région interne du nuage (r < 2 1016 m ≡ 0.05×R) et ei provient d'un
souséhantillonnage du nombre de diretions radiatives traversant les ouhes les plus internes.
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4.2.5 Test de Leiden
En 1999, un workshop a été organisé an d'eetuer un abaque regroupant diérents problèmes
de transfert de rayonnement typiques des nuages moléulaires [12℄. Les résultats permettent à la fois
de alibrer les méthodes numériques et d'estimer leurs préisions respetives. Le onstat est que les
diérentes méthodes numériques utilisées permettent un aord < 1% dans les as où le transfert est
simple, .-à-d. lorsque l'opaité des lignes est faible. Néanmoins, les éarts sont suseptibles d'être
plus importants (> 10%) lorsque l'opaité devient grande (τ & 100).
Le problème 2 onsiste en un nuage sphérique en eondrement. La struture adoptée est présen-
tée sur la Figure 4.2 où l'on distingue deux régions, la zone intérieure en eondrement et l'enveloppe
externe statique. Les paramètres physiques sont obtenus à partir du modèle de Shu [11℄. La densité
est dérite par la loi n(H2) = n0(r0/r)
m
, ave m = 1.5 dans la zone en eondrement et m = 2
dans la région statique. On onstate aussi que les omportements de la température et de la vitesse
de turbulene sont liés à la région onsidérée. La moléule modélisée est HCO
+
et onstitue un
Figure 4.2  Struture du nuage orrespondant aux problèmes 2a et 2b.
test intéressant ar d'une part, elle possède un moment dipolaire important (µ = 3.9 D) et d'autre
part, sa onstante de rotation est relativement faible (B ∼ 1.48 m−1). Cei entraîne que le peu-
plement par ollision et par pompage radiatif des premiers niveaux rotationels est eae dans les
onditions typiques des nuages sombres. De plus, les densités ritiques des transitions sont élevées
(nc ∼ 105 m−3 pour j = 1 − 0, ∼ 106 m−3 pour j = 2 − 1 et j = 3 − 2 et ∼ 107 m−3 pour
j = 4− 3) e qui entraîne que le peuplement s'eetue horsETL pour la struture de nuage dérite
sur la Figure 4.2.
Tout d'abord, notons qu'en omparant les températures d'exitation des transitions j = 2 − 1
et j = 3 − 2, ave et sans hamp de vitesse, on voit apparaître l'eet de piégeage radiatif : dans
le as où le nuage est statique, le rayonnement des moléules émis dans la région interne (la plus
dense) ontribue au peuplement des moléules des régions plus externes. L'introdution d'un hamp
de vitesse entraîne un déouplage des diérentes régions du nuage (f. setion 4.1) et le peuplement
des niveaux d'énergie ne dépend plus que des onditions loales. Cei e traduit par un peuplement
moins eae pour les niveaux j = 2 et j = 3, et don par de plus faibles températures d'exitations
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pour les transitions j = 3− 2 et j = 2− 1.
On onstate aussi que l'erreur relative entre les deux méthodes est plus importante dans le
as où le nuage est en eondrement (< 3%) que pour le nuage statique (< 1%). Cei est dû à la
présene du hamp de vitesse : l'éhantillonnage en fréquene et la disrétisation en ouhes devient
un paramètre ritique de la modélisation.
4.3 Probabilité d'éhappement ouplée (CEP)
Les approhes préédentes se basent, ou bien sur une approximation négligeant les ouplages
radiatifs entre les diérents points du nuage, ou bien sur la prise en ompte de es ouplages via
une approhe itérative où le transfert de rayonnement est résolu an de déterminer loalement le
peuplement des moléules.
Réemment, il a été démontré par Elitzur [4℄ que la résolution de l'équation de transfert peut être
évitée même lorsqu'il s'agit de rendre ompte d'eets non loaux, le formalisme ayant été développé
dans le as simple d'un milieu uniforme à géométrie plan parallèle. Dans l'équation d'équilibre
statistique ( f. éq. 3.1 et 3.2), la ontribution du rayonnement apparaît moyennée en diretions et
en fréquene et est notée J¯ :
∑
j>i
[
nj
(
Aji +BjiJ¯ + Cji
)− ni (BijJ¯ + Cij)]
=
∑
j<i
[
ni
(
Aij +BijJ¯ + Cij
)− nj (BjiJ¯ +Cji)] (4.19)
Cette expression s'exprime plus simplement en rassemblant l'ensemble des termes radiatifs. On
dénit don le terme radiatif net (net radiative braket) : pij = 1− J¯ij/Sij. En utilisant l'équation
de bilan détaillé (f. Chapitre 1), on obtient :
∑
j>i
[
nj Aji pji + Cji
(
nj − ni gj
gi
e
−
Eji
kBTK
)]
=
∑
j<i
[
niAij pij + Cij
(
ni − nj gi
gj
e
−
Eij
kBTK
)]
(4.20)
Dans le as plan parallèle, on dénit l'opaité le
long de la ligne de visée τν , par rapport à l'opa-
ité τ⊥ν , obtenue perpendiulairement à la surfae,
suivant τν = τ
⊥
ν /µ. De plus, si l'on suppose que
le milieu est uniforme et sans hamps de vitesse,
le prol spetral (noté φ(x)) est identique en tout
point du milieu et τ⊥ν ≡ τφ(x) .
τ
τ
Θ
z
= τ t
= 0
µ−1= cos
L'équation de transfert 3.12 pour une diretion de propagation xée et pour haque transition
s'érit :
µ
dIν(τ, µ)
dτ
= φ (x) [S − Iν(τ, µ)] (4.21)
An d'érire formellement les solutions, on distingue la diretion de propagation inidente (µ < 0)
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(a) nuage statique
(b) nuage en eondrement
Figure 4.3  Comparaisons entre la méthode MonteCarlo et la méthode sans variables aléatoires pour
les 6 premières transitions rotationelles de HCO
+
. La struture du nuage orrespond à elle du test de
Leiden pour un nuage statique (panneau (a)) ou un nuage en eondrement (panneau (b)).
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de la diretion emergente (µ > 0) :
Iν(τ, µ) =
τ∫
0
S(t)
φ(x)
µ
exp
[
(t− τ) φ(x)
µ
]
dt si µ > 0 (4.22)
Iν(τ, µ) =
τ∫
τt
S(t)
φ(x)
µ
exp
[
(t− τ) φ(x)
µ
]
dt si µ < 0 (4.23)
et en eetuant la moyenne sur l'ensemble des diretions de propagation, on obtient :
1
4π
∫
Ω
Iν(τ, µ)dΩ =
1
2


0∫
−1
Iν(τ, µ)dµ+
1∫
0
Iν(τ, µ)dµ


=
1
2

−
1∫
0
τ∫
τt
S(t)
φ(x)
µ
exp
[
−φ(x)
µ
(t− τ)
]
dt dµ
+
1∫
0
τ∫
0
S(t)
φ(x)
µ
exp
[
(t− τ) φ(x)
µ
]
dt dµ

 (4.24)
On note que dans les deux intégrales, les termes en exposant de l'exponentielle sont de même signe.
On peut don réérire ette dernière expression sous la forme :
1
4π
∫
Ω
Iν(τ, µ)dΩ =
1
2
1∫
0
τt∫
0
S(t)
φ(x)
µ
exp
[
−φ(x)
µ
|t− τ |
]
dt dµ (4.25)
e qui permet nalement d'obtenir pour le terme radiatif :
p (τ) = 1− 1
2S(τ)
τt∫
0
S(t)
∞∫
−∞
φ2(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
|t− τ |
]
dµ
µ
dxdt (4.26)
Dans ette expression, on remarquera que du fait de la moyenne angulaire, on fait apparaître une
intégration sur l'ensemble de l'épaisseur du milieu. On voit ainsi que les onditions en un point
dépendent des onditions sur l'ensemble de la soure.
En pratique, la résolution s'eetue par disrétisation de la géométrie de la soure, deoupée en
N ouhes. Pour la transition i→ j, les limites inférieures et supérieures de la ouhes k sont notées
τk−1ij et τ
k
ij , et, on denit de plus la distane τ
k,l
ij =
∣∣∣τkij − τ lij∣∣∣.
A partir de l'équation 4.26, on dénit un terme radiatif moyen pkij pour haune des ouhes.
On adopte la moyenne :
pkij =
1
τk,k−1ij
τkij∫
τk−1ij
p(τ)dτ (4.27)
que l'on réexprime en sindant l'intégration sur t en une somme d'intégrales sur les ouhes. L'éhan-
tillonnage en ouhe doit alors être adapté pour que la fontion soure puisse être supposée onstante
sur haque ouhe, soit :
pkij = 1−
1
2τk,k−1ij
N∑
l=1
Slij
Skij
τkij∫
τk−1ij
τ lij∫
τ l−1ij
∞∫
−∞
φ2ij(x)
1∫
0
exp
[
−φij(x)
µ
|t− τ |
]
dµ
µ
dxdt dτ (4.28)
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En dénissant :
αij(τ) = τβij(τ) =
τ∫
0
∞∫
−∞
φij(x)
1∫
0
exp
[
− (τ − t) φij(x)
µ
]
dµ dxdt (4.29)
on obtient que l'expression 4.28 s'érit simplement sous la forme (f. Annexe D) :
pkij =
1
τk,k−1
N∑
l=1
Slij
Skij
Mklij (4.30)
ave Mklij = −
1
2
[
αij(τ
l,k
ij )− αij(τ l,k−1ij ) + αij(τ l−1,k−1ij )− αij(τ l−1,kij )
]
(4.31)
A partir de ette expression du terme radiatif net et de l'équation d'équilibre statistique 4.20, on
voit que la résolution du problème passe par la résolution d'un système d'équation non linéaires de
N × (L − 1) équations dont les N × L inonnues sont les populations des L niveaux d'énergie en
haque point du nuage. Le système d'équation se ferme en xant la densité volumique totale de la
moléule pour haune des ouhes :
∀k ∈ J1, NK on a
L∑
i=1
nki = N k (4.32)
La résolution du système d'équations ouplées peut s'eetuer, par exemple, ave la méthode de
Newton-Raphson et est partiulièrement intéressante lorsqu'il s'agit de traiter de milieux où les
opaités des transitions sont importantes [4℄.
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La moleule N2H
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79
Chapitre 5
Struture Hyperne
5.1 Détermination des niveaux d'énergie
N2H
+
est une moléule linéaire présentant la partiularité de posséder une struture hyperne.
Les niveaux de rotation sont démultipliés en niveaux hyperns en raison des ouplages existant
entre le moment de rotation ˆ et les moments de spin des deux noyaux d'azote, notés Iˆ1 et Iˆ2.
Physiquement, es ouplages représentent l'interation existant entre les hamps életriques et ma-
gnétiques réé par la rotation de la moléule et les moments quadrupolaires életriques et dipolaires
magnétiques des noyaux.
La desription de la struture énergétique se fait en onsidérant le hamiltonien hypern [16℄ :
H
hfs
=
∑
k
V
(2)(k).Q(2)(k)
︸ ︷︷ ︸
+
∑
k
m
(1)(k).µ(1)(k)
︸ ︷︷ ︸
HQ HI.J
(5.1)
où HQ et HI.J représentent respetivement les interations d'origines életriques et magnétiques.
Ces interations sont dérites à partir des tenseurs d'ordre 2, V
(2)(k) et Q(2)(k), représentant les
gradients de hamp életrique et les moments quadrupolaires életriques des noyaux et des ten-
seurs d'ordre 1, m
(1)(k) et µ(1)(k), représentant les gradients de hamp magnétique et les moments
dipolaires magnétiques des noyaux.
Par la suite, on restreint la disussion uniquement aux noyaux d'azote : notons que la présene du
proton entraîne une modiation des niveaux d'énergie en raison d'interations d'origine magnétique.
Ces interations sont ependant susamment faibles pour que les ouplages additionnels soient
négligés.
An de développer le Hamiltonien H
hfs
, on onstruit une base de fontions angulaires à partir
des fontions propres des opérateurs ˆ, Iˆ1 et Iˆ2. On ouple alors suessivement les moments suivant :
ˆ + Iˆ1 = Fˆ1, puis Fˆ1 + Iˆ2 = Fˆ , où Fˆ est l'opérateur représentant le moment angulaire total. Les
fontions angulaires obtenues à partir de e shéma de ouplage sont notées |jF1F 〉. Dans ette
représentation, on montre que les Hamiltoniens HQ et HI.J s'expriment suivant [16℄ :
HQ =
2∑
k=1
(eQqj′j)k
2Ik(2Ik − 1)j(2j − 1)
[
3( Iˆk.Jˆ )
2 +
3
2
Iˆk.Jˆ − Iˆ 2k .Jˆ 2
]
(5.2)
HI.J =
2∑
k=1
(Cj)k Iˆk.ˆ (5.3)
où (eQqj′j)k et (Cj)k sont des oeients de ouplage qui dépendent des moments d'inertie de
la moléule. Dans le as d'une moléule linéaire [16℄, on a simplement (Cj)k = Ck où Ck est la
onstante de ouplage magnétique nuléaire. Le oeient (eQqj′j)k s'exprime en fontion de la
onstante de ouplage quadrupolaire (eQq)k suivant :
(eQqj′j)k = (−1)j [jj
′]
1
2
2f(j′)
(
j 2 j′
0 0 0
)
× (eQq)k (5.4)
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ave :
[2f(j′)]−1 =
(
j 2 j′
j 0 −j
)
(5.5)
Pour N2H
+
, les valeurs de (eQq)k et Ck ont été déterminées par Caselli [8℄ à partir de l'observa-
tion de la transition j = 1 → 0. On onstate, ompte tenu des valeurs prises par es onstantes
(f. Table 5.1), que le ouplage entre le moment quadrupolaire életrique et le hamp életrique sera
prépondérant dans la détermination de la struture hyperne de N2H
+
.
5.1.1 Couplage entre le moment quadrupolaire des noyaux et le hamp éle-
trique
noyau externe
Le terme du Hamiltonien V(2)(1).Q(2)(1), orrespondant au ouplage entre le moment quadru-
polaire életrique du noyau externe et le gradient de hamp életrique, est elui qui entraîne les
variations les plus importantes par rapport aux niveaux d'énergie rotationnelle non perturbés. Ce
terme est diagonal en F1 et F . Les éléments de matrie du Hamiltonien s'érivent [16℄ :
〈j′F ′1F ′|V(2)(1).Q(2)(1)|jF1F 〉 = δF ′1F1 δF ′F (−1) t (eQqj′j)1 × f(j′) f(I1)
{
F1 I1 j
′
2 j I1
}
(5.6)
ave :
t = j + I1 + F1 et f(I1) =
[
(2I1 + 1)(2I1 + 2)(2I1 + 3)
8I1(2I1 − 1)
]1
2
(5.7)
Ce terme ouple les niveaux rotationnels vériant j′ = j, j ± 2, les termes tels que j′ = j étant
les plus importants en magnitude. Dans e dernier as et pour j6=0 , l'expression 5.6 se simplie
suivant :
W
(1)
Q = −
(eQq)1
2I1(2I1 − 1)(2j − 1)(2j + 3)
[
3
4
C(C + 1)− j(j + 1)I1(I1 + 1)
]
(5.8)
ave :
C = F1(F1 + 1)− I1(I1 + 1)j(j + 1) (5.9)
L'interation entre le moment quadrupolaire életrique du noyaux externe et le moment de rotation
entraîne don une séparation des niveaux rotationnels en (2I1+1) niveaux d'énergie pour tous les
niveaux, en dehors du fondamental j=0.
La struture hyperne de N2H
+
due à l'atome d'azote externe est la seule qui soit observable ave
une résolution spetrale de l'ordre du MHz. Elle a été observée pour la transition j = 1−0 de N2H+
en 1974 par Turner [29℄ et Green [17℄, e qui onstituait la première observation spetrosopique de
ette moléule dans le milieu interstellaire.
Pour le niveau fondamental j = 0, la struture hyperne est due aux termes de ouplage tels
que j′ = j + 2 :
〈j + 2F1F |V (2)(1).Q(2)(1)|jF1F 〉 = (−1)t (eQq)1
×f(I1)
[
3(j + 1)(j + 2)
2(2j + 3)
] 1
2
{
F1 I1 j
′
2 j I1
}
(5.10)
La orretion induite par l'introdution de es termes dans le Hamiltonien est très faible et n'a de
réelle inuene que sur le niveau fondamental j = 0 : les énergies des niveaux de struture hyperne
assoiées à e niveau sont alors modiées de ∼ 10 Hz. Pour toutes les autres niveaux rotationnels,
les énergies sont modiées de moins de 1 kHz.
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noyau interne
Le terme V
(2)(2).Q(2)(2) dérit l'inuene du noyau d'azote interne sur la struture rotationnelle
de la moléule. Les termes de ouplage, diagonaux par rapport à F , sont donnés par :
〈j′F ′1F ′|V (2)(2).Q(2)(2)|jF1F 〉 = δF F ′(−1)r (eQqj′j)2 × f(j′)f(I2)
×[(2F1 + 1)(2F ′1 + 1)]
1
2
{
j′ F ′1 I1
F1 j 2
}{
F I2 F
′
1
2 F1 I2
}
(5.11)
ave :
r = j′ + I1 + I2 + 2F1 + F2 (5.12)
Comme dans le as des ouplages ave le noyaux externe, on obtient les termes les plus importants
lorsque j′ = j :
〈jF ′1F |V (2)(2).Q(2)(2)|jF1F 〉 =
(−1)r+1
2
(eQq)2 f(I2)
×
[
j(j + 1)(2j + 1)
(2j − 1)(2j + 3)(2F1 + 1)(2F
′
1 + 1)
] 1
2
{
j F ′1 I1
F1 j 2
}{
F I2 F
′
1
2 F1 I2
}
(5.13)
On a alors une séparation de haun des niveaux de struture hyperne engendrés par l'azote externe
en 2I2 + 1 sous-niveaux (en dehors du niveau F1=0).
La struture hyperne de l'azote interne est aessible ave une résolution spetrale de l'ordre de
100 kHz et a été observée pour la première fois par Thaddeus en 1975 [27℄. Cei a permis l'assignation
dénitive au radial N2H
+
des transitions observées par Turner [29℄ et Green [17℄.
5.1.2 Couplage entre le moment dipolaire des noyaux et le hamp magnétique
Contrairement aux ouplages entre les moments quadrupolaires des noyaux et le hamp éle-
trique, es interations n'induisent pas de séparation supplémentaire des niveaux d'énergie, mais
entraînent un déalage de es derniers. Dans le as de N2H
+
, le déalage est faible ar les onstantes
de ouplage magnétiques nuléaires sont inférieures aux onstantes de ouplage quadrupolaire d'au
moins deux ordres de grandeur.
noyau extérieur
Les termes de ouplage orrespondant à ette interation sont diagonaux par rapport à j, F1 et
F et sont donnés par :
〈jF1F |C1Iˆ1.ˆ|jF1F 〉 = (−1)tC1 h(j)h(I1)
{
F1 I1 j
1 j I1
}
(5.14)
ave :
h(x) = [x(x+ 1)(2x+ 1)]
1
2
(5.15)
L'introdution de es éléments de ouplage entraîne des variations sur la struture énergétique de
la moléule de l'ordre de 100 kHz.
noyau interne
L'opérateur Iˆ2.ˆ est diagonal par rapport à j et F , et, les termes de ouplage sont :
〈jF ′1F |C2Iˆ2.ˆ|jF1F 〉 = (−1)1+r C2 h(j)h(I2) [(2F1 + 1)(2F ′1 + 1)]
1
2
×
{
j F ′1 I1
F1 j 1
}{
F I2 F
′
1
1 F1 I2
}
(5.16)
Ces termes supplémentaires font varier les énergies de quelques 10 kHz.
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5.1.3 Valeurs numériques
Comme vu préédemment, la struture hyperne de N2H
+
est dérite à partir de 4 onstantes
spetrosopiques. Leurs valeurs ont été déterminées par Caselli [8℄ à partir de l'observation de la
transition j = 1−0. Un détermination ultérieure faite par Dore a ensuite permis d'aner les valeurs
prises par es onstantes ainsi que les valeurs des onstantes spetrosopiques donnant les niveaux
d'énergie de rotation : Ej = Bj(j+1)−D[j(j+1)]2. Ces onstantes sont données dans la Table 5.1.
paramètre valeur (Mhz) inertitude (kHz)
(eQq)1 -5.6902 2.1
(eQq)2 -1.3587 3.8
C1 0.0117 0.4
C2 0.0087 0.6
B 46586.8755 ...
D 0.0879 ...
Table 5.1  Constantes spetrosopiques dérivant les niveaux d'énergie de la moléule N2H
+
.
La diagonalisation du Hamiltonien H = Hrot +Hhfs donne aès aux niveaux d'énergie et aux
états propres. Les états propres sont alors des ombinaisons linéaires des états |jF1F > :
|α jF1F 〉 =
∑
j′F ′1
AFj′F ′1; jF1 |j
′F ′1F 〉 (5.17)
On remarquera ependant que les termes diagonaux du Hamiltonien sont de plusieurs ordres de
grandeur supérieurs aux termes hors diagonale, e qui entraîne que les veteurs propres ontiennent
toujours un terme prépondérant. La table 5.19 donne les valeurs des oeients de l'expansion 5.17
pour les états de moment angulaire total F=0, 1 et 2. On onstate à partir des valeurs de ette
table qu'il existe toujours un terme prépondérant dans l'expansion des veteurs propres. Il est don
possible de onsidérer que haque veteur |jF1F 〉 dérit orretement l'un des états de la moléule.
Dans la suite (f. setion 6.1), on verra que ette hypothèse permet de simplier les équations de la
dynamique ollisionnelle.
5.2. Spetrosopie de N2H
+
83
0 1 0 1.000 0.000 -7.10−6 ...
1 1 0 0.000 1.000 0.000 ...
2 1 0 7.10−6 0.000 1.000 ...
0 1 1 ... 1.000 0.000 0.000 0.000 -7.10−6 -8.10−7 0.000
1 0 1 ... 0.000 0.991 0.017 -0.130 0.000 0.000 -8.10−6
1 1 1 ... 0.000 0.010 0.978 0.207 0.000 0.000 -1.10−6
1 2 1 ... 0.000 0.130 -0.206 0.970 0.000 0.000 -5.10−6
2 1 1 ... 7.10−6 0.000 0.000 0.000 0.994 0.113 0.000
2 2 1 ... 0.000 0.000 0.000 0.000 0.113 -0.994 0.000
3 2 1 ... 0.000 1.10−6 0.000 5.10−6 0.000 0.000 1.000
0 1 2 1.000 0.000 0.000 7.10−6 3.10−7 -7.10−7 0.000 0.000 0.000
1 1 2 0.000 -0.993 -0.119 0.000 0.000 0.000 5.10−7 0.000 0.000
1 2 2 0.000 -0.119 0.993 0.000 0.000 0.000 -4.10−6 3.10−7 0.000
2 1 2 7.10−6 0.000 0.000 -0.994 -0.049 0.094 0.000 0.000 -2.10−7
2 2 2 0.000 0.000 0.000 0.039 -0.994 -0.103 0.000 0.000 -5.10−7
2 3 2 0.000 0.000 0.000 -0.099 0.099 -0.990 0.000 0.000 -4.10−7
3 2 2 0.000 0.000 4.10−7 0.000 0.000 0.000 0.996 -0.088 0.000
3 3 2 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.088 0.996 0.000
4 3 2 0.000 0.000 0.000 -5.10−7 -1.10−7 -4.10−6 0.000 0.000 1.000
Table 5.2  Coeients du développement des fontions propres du Hamiltonien moléulaire pour les
valeurs du moment total F = 0, 1, 2. Chaque olonne orrespond à un état propre donné en fontion des
états |jF1F 〉.
5.2 Spetrosopie de N2H
+
A la setion préédente, il a été vu omment les valeurs des niveaux d'énergie hyperns peuvent
être obtenues par diagonalisation du Hamiltonien moléulaire H = Hrot + Hhfs. A partir de es
niveaux d'énergie, l'obtention des fréquenes de transition entre niveaux hyperns est alors direte.
L'intensité des transitions est dénie à partir des oeients d'Einstein AjF1F→j′F ′1F ′ . Ceuxi
sont donnés par [16℄ :
AjF1F→j′F ′1F ′ =
64π4
3hc3
µ2ν3jF1F→j′F ′1F ′
× j
[F ]
sjF1F→j′F ′1F ′ (5.18)
où νjF1F→j′F ′1F ′ est la fréquene de la transition jF1F → j′F ′1F ′, µ est le moment dipolaire et où
les fores de raie sJF1F→J ′F ′1F ′ sont données par [16℄ :
sjF1F→j′F ′1F ′ = [F1F
′
1FF
′]
{
j F1 I1
F ′1 j
′ 1
}2{
F1 F I2
F ′ F ′1 1
}2
(5.19)
Nous adoptons pour la valeur du moment dipolaire de N2H
+
la valeur expérimentale dérivée par
Havenith [20℄ : µ = 3.4 ± 0.2 D. L'expression des fores de raie 5.19 implique l'existene de règles de
séletion pour les transitions hypernes : pour des transitions d'origine dipolaire életrique vériant
∆j = ±1, les transitions possibles sont telles que ∆F1 = 0,±1 et ∆F = 0,±1.
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Si l'on s'intéresse à la transition j = 1 − 0, il existe don 15 transitions onnetant les niveaux
j = 1 et j = 0 et dont les oeients d'Einstein sont non nuls. Néanmoins, les niveaux dans
j = 0 sont indisernables d'un point de vue spetrosopique du fait que les énergies dièrent de
∼ 10−14 m−1 ≡ 10−9 Hz. On observe don nalement 7 transitions hypernes assoiées à la tran-
sition j = 1− 0.
Les fores de raie assoiées aux 7 groupes de transitions hypernes dans j = 1 − 0 sont don
données par
1
:
s1F1F→0 1 =
∑
F ′
sjF1F→j′F ′1F ′ = [F ]
{
1 F1 I1
1 0 1
}2
=
[F ]
9
(5.21)
Notons que par sommation sur l'ensemble des transitions hypernes assoiées à la transition
j′ → j, la relation 5.19 devient2 :
∑
F1F ′1F
′
[F1F
′
1F
′]
{
j′ F ′1 I1
F1 j 1
}2∑
F
[F ]
{
F ′1 F
′ I2
F F1 1
}2
=
∑
F1F ′1F
′
[F1F
′
1F
′]
{
j′ F ′1 I1
F1 j 1
}2
× 1
[F ′1]
=
∑
F ′1F
′
[F ′]
[j′]
= [I1I2] (5.23)
Don, en faisant l'hypothèse que les fréquenes de transitions hypernes sont égales à la fréquene
de la transition rotationnelle, on a pour les oeients d'Einstein donnés par 5.18 :
∑
F1FF ′1F
′
[F ]AjF1F→j′F ′1F ′ = [I1I2]× [j]Aj→j′ (5.24)
ave Aj→j′ =
64π4
3hc3
µ2ν3j→j′
j
[j]
(5.25)
Dans ette dernière expression, on voit apparaître les oeients d'Einstein Aj→j′ dénis pour la
struture rotationnelle de la moléule.
Finalement, la Figure 5.1 présente les spetres des trois premières transitions rotationnelles de
N2H
+
. Cette gure montre notamment l'importane relative des transitions hypernes, donnée par
les fores de raie dénies par la relation 5.19. Elle indique de plus la dénomination "standard"
adoptée an de nommer les transitions hypernes de j = 1− 0.
1
on utilise la simpliation : 
a b c
d 0 f
ﬀ
= (−1)a+b+d
δ a f δ c d
[ac]
1
2
(5.20)
2
Le alul s'eetue en onsidérant la suite arithmétique :
a+bX
c=|a−b|
[c] = 2
a+bX
c=|a−b|
c +
a+bX
c=|a−b|
c = (a+ b− |a− b|+ 1) (a+ b+ |a− b|+ 1) = [ab] (5.22)
5.2. Spetrosopie de N2H
+
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Figure 5.1  Représentation des fréquenes de transition et des fores de raie pour les trois premières
transitions rotationnelles de N2H
+
. Pour les fores de raie, les magnitudes relatives sont indiquées et
pour la transition j = 1 − 0, l'indexation "standard" utilisée pour repérer les transitions hypernes est
donnée.
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Chapitre 6
Dynamique ollisionnelle de N2H
+
- He
6.1 Théorie : Dynamique ollisionnelle pour la struture hyperne
Il a été montré par Corey et MCourt [12℄ qu'il est possible d'obtenir les setions eaes de
transition entre niveaux hyperns en utilisant les résultats d'un alul de dynamique ollisionnelle
où les spins des atomes de la moléule n'interviennent pas. D'une part, le potentiel d'interation
est indépendant de la valeur des spins des noyaux de la moléule. D'autre part, le ouplage entre le
moment angulaire de rotation de la moléule et les spins des noyaux d'azote est très faible, e qui ne
réé que de légères variations dans la struture énergétique de la moléule. On peut don négliger
les termes du Hamiltonien interne de la moléule qui font intervenir es interations. Cei revient à
onsidérer que la matrie de transition issue des aluls de ollision est indépendante des spins des
noyaux d'azote.
6.1.1 Système CloseCoupling
Pour résoudre l'équation de Shrödinger, on onstruit des fontions de base en onsidérant
l'ECOC onstitué des opérateurs ˆ2, Iˆ21 , Fˆ
2
1 , Iˆ
2
2 , Fˆ
2
, lˆ2, Jˆ et Jˆz, e qui revient à onsidérer le shéma
de ouplage :
i) ˆ+ Iˆ1 = Fˆ1 ; Fˆ1 + Iˆ2 = Fˆ ; Fˆ + lˆ = Jˆ (6.1)
Les fontions dérivant la dépendane angulaire des ondes partielles sont obtenues à partir des
fontions propres F FmFjF1 (χˆ1, χˆ2) du Hamiltonien interne de la moléule (f. setion 5.1), que l'on
ouple aux fontions propres du moment orbital lˆ. En représentant par β l'ensemble des nombres
quantiques j, I1, F1, I2 et F , on a :
YJMβ l (ρˆ, rˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
mlmF
CJ MF mF l ml F F mFjI1F1I2(ρˆ, χˆ1, χˆ2)Yl ml(rˆ) (6.2)
F F mFjI1F1I2(χˆ1, χˆ2) =
∑
j′F ′1
AFmF
j′F ′1; j F1
I F mF
j′I1F ′1I2
(χˆ1, χˆ2) (6.3)
I F mFjI1F1I2(ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
mM1
m1M2
CF1m1j m I1M1 C
F mF
F1m1 I2M2
XI1M1(χˆ1)XI2M2(χˆ2)Yj m(ρˆ) (6.4)
où l'on notera que l'expression 6.3 est équivalente à l'expression 5.17. On a vu au hapitre 1 que
les fontions angulaires YJMβ l (ρˆ, rˆ, χˆ1, χˆ2) permettent de dénir les ondes partielles (f. éq. 1.30 et
1.37) :
ΦJMβl (~r, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
β′ l′
1
r
ψJβ′l′ ;β l(r)YJMβ′l′ (ρˆ, rˆ, χˆ1, χˆ2) (6.5)
Comme il a été vu au hapitre 1, on obtient ensuite l'équation dérivant le mouvement radial en
tirant parti du fait que les fontions YJMβ l onstituent une base orthonormée. L'équation gouvernant
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le omportement de la fontion radiale est don (f. éq. 1.38) :[
∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJβ′′l′′;β l(r) =
∑
β′l′
〈
β′′l′′;J |U |β′l′;J〉ΨJβ′l′;β l(r) (6.6)
ave k2β =
2µ
~2
[E − EjF1F ] (6.7)
où les éléments de matrie du potentiel sont donnés par (f. éq. 1.34) :
〈
β′′l′′;J |U |β′l′;J〉 = 2µ
~2
∫∫
YJMβ′′l′′
∗
(rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) Vˆint YJMβ′l′ (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2)dρˆ drˆ dχˆ1 dχˆ2 (6.8)
Ce système représente le système Closeoupling qu'il faut résoudre pour obtenir les solutions
exates. On le résout en imposant que le omportement asymptotique des fontions radiales vé-
rie (f. éq. 1.58) :
ΨJβ′l′; β l(r) ∼r→∞ δβ β′ δl l′ e
−ikβr − i−l−l′
√
kβ
kβ′
SJβ′l′; β l e
ikβ′r
(6.9)
6.1.2 Méthode de reouplage
En pratique, la résolution du système CloseCoupling est diile dans la mesure où le nombre
de anaux ouplés est partiulièrement important. Par omparaison ave le système d'équations où
seule la struture rotationnelle est inlue, nous avons dans le as présent ∼ 9 fois plus de anaux
assoiés à haque anal rotationnel. Le temps de alul néessaire à la résolution exate est don
∼ 813 elui néessaire pour obtenir les solutions en rotationnel.
An d'alléger la résolution, on eetue plusieurs approximations [12℄. Dans un premier temps,
on onsidère que les fontions propres du Hamiltonien interne sont orretement représentées par une
unique fontion I F mFjI1F1I2 . Les oeients de l'expansion 6.3 sont alors hoisis tels que :
AFmF
j′F ′1; j F1
= δj′ j δF ′1 F1 , ette approximation étant raisonnable ompte tenu de e qui a été vu à
la setion 5.1 . De plus, on sait que le potentiel d'interation est indépendant des spins nuléaires
et des oordonnées de spin. An de tirer prot de ette indépendane du potentiel, il est néessaire
de hanger de shéma de ouplage et d'adopter une représentation où les moments de spins sont
déouplés des moments ˆ et lˆ. On adopte don le shéma :
ii) ˆ+ lˆ = Lˆ1 ; Lˆ1 + Iˆ1 = Lˆ2 ; Lˆ2 + Iˆ2 = Jˆ (6.10)
Dans ette nouvelle représentation, les fontions angulaires sont données par :
J J Mγ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
N1M1
N2M2
CL2N2L1N1 I1M1 C
J M
L2N2 I2M2 XI1M1(χˆ1)XI2M2(χˆ2)FL1 N1j l (rˆ, ρˆ) (6.11)
Les représentations i) et ii) sont alors reliées par la transformation unitaire (f. éq. E.14 de l'Annexe
E) :
YJMβl (rˆ, ρˆ) =
∑
M1M2
∑
L1N1
L2N2
(−1)I1+I2+L1+L2+F1+F [L1L2F1F ] 12
{
l F1 L2
I2 J F
}
×
{
l j L1
I1 L2 F1
}
× CJ ML2N2 I2M2 CL2N2I1M1 L1N1 ×XI1M1 I2M2 FL1N1j l (rˆ, ρˆ) (6.12)
6.1. Théorie : Dynamique ollisionnelle pour la struture hyperne 89
A partir de l'expression 6.12 on obtient que les éléments de matrie du potentiel, exprimés par
rapport aux shémas i) et ii), sont reliés par (f. éq. E.22 de l'Annexe E) :〈
β′′l′′;J |U | β′l′;J〉 = δI′1 I′′1 δI′2 I′′2 ∑
L′′1
(−1)j′′−j′+F ′′1 +F ′1[L′′1 ][F ′′1 F ′′F ′1F ′]
1
2
×


− L′′1 l′′ j′′
I ′′2 − F ′′ F ′′1
F ′1 j
′ − I ′′1
F ′ l′ J −


〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
(6.13)
ave : 〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
=
2µ
~2
∫∫
FL′′1 N ′′1 ∗j′′ l′′ VˆintF
L′′1 N
′′
1
j′ l′ dρˆdrˆ (6.14)
A e stade, nous onstatons que les éléments de ouplage du potentiel sont diagonaux par rapport
aux nombres quantiques I1 et I2. Il n'existe don auune transition entre des anaux présentant
diérentes valeurs de I1 et I2. Dans la suite, on pose don I
′′
1 = I1 et I
′′
2 = I2 e qui revient à ne
onsidérer que les équations du système 6.6 présentant des solutions non nulles.
De plus, notons que les transformations 6.12 et 6.13 dénissent les transformations unitaires
permettant de transformer, respetivement, les veteurs et les matries de la représentation i), en
leurs équivalents dans la représentation ii). Ce type de transformation a déjà été vu au hapitre
1 lorsqu'il est traité de la transformation vers le référentiel Bodyxed des équations obtenues en
Spaexed (f. éq. 1.82 et 1.83). On sait don que la relation 6.13 peut s'appliquer aux fontions
radiales et aux éléments de la matrie de transition, permettant ainsi de dénir des quantités in-
dépendantes des spins. Ainsi, on dénit les fontions radiales Ψ
L′1
j′l′; j l(r), indépendantes des spins
suivant (f. éq. E.24 de l'Annexe E) :
ΨJβ′l′;β l(r) =
∑
L′1
(−1)j′−j+F ′1+F1[L′1][F ′1F ′F1F ]
1
2


− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

Ψ
L′1
j′l′; j l(r) (6.15)
et, on introduit es fontions dans le système d'équations diérentielles 6.6, ave les éléments
de ouplage du potentiel dénis par la relation 6.13. Le système 6.6 se fatorise alors suivant
(f. Annexe E) :
0 =
∑
L′′1
(−1)j′′−j+F ′′1 +F1[L′′1][F ′′1 F ′′F1F ]
1
2


− L′′1 l′′ j′′
I2 − F ′′ F ′′1
F1 j − I1
F l J −

 (6.16)
×

[ ∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
Ψ
L′′1
j′′l′′; j l(r)−
∑
j′l′
〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r)


Finalement, on onstate que les solutions du système 6.6 sont données par un système d'équations
diérentielles similaire au as où l'on n'aurait onsidéré que la struture rotationnelle (.-à-d. le
système en fateur dans l'expression préédente). L'unique diérene réside dans la dénition du
nombre d'onde kβ où apparaissent les énergies des niveaux hyperns et il est don à priori néessaire
de résoudre e système en prenant en ompte expliitement es énergies. Néanmoins, omme il a été
vu à la setion 5.1, les énergies des niveaux hyperns dièrent au maximum de quelques 2.5 10−4
m
−1
. En omparaison des énergies auxquelles la résolution du système est eetuée, es éarts sont
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susamment faibles pour que l'on puisse les négliger et approximer : EjF1F ∼ Ej, e qui permet
de réduire le nombre d'équations diérentielles à résoudre. Dans e as, les solutions du problème
sont données par la résolution d'un système d'équations diérentielles où l'on inlut uniquement la
struture rotationnelle de la moléule :[
∂2
∂r2
+ k2j′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
Ψ
L′′1
j′′l′′; j l(r) =
∑
j′l′
〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r) (6.17)
D'après e qui a été vu au hapitre 1, on sait que pour la struture rotationnelle, les onditions aux
limites à imposer aux solutions du système sont (f. éq. 1.58) :
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r) ∼r→∞ δj j′ δl l′ e
−ikjr − i−l−l′
√
kj
kj′
S
L′′1
j′l′; j l e
ikj′r
(6.18)
Il reste à vérier que es onditions sont onsistantes ave les onditions asymptotiques dénies pour
la as de la struture hyperne, données par l'expression 6.9. Tout d'abord, on réérit l'expression
6.9 en utilisant la transformation 6.15 suivant :
ΨJβ′l′;β l(r) ∼r→∞
∑
L′′1
(−1)j′−j+F ′1+F1[L′′1 ][F ′1F ′F1F ]
1
2
×


− L′′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −


[
δj j′ δl l′ e
−ikjr − i−l−l′
√
kj
kj′
S
L′′1
j′l′; j l e
ikj′r
]
(6.19)
A partir de la déomposition E.26 des oeients 12-j (f. Annexe E) et en utilisant l'orthogonalité
des oeients 9j
1
, on obtient, pour le terme en fateur de l'onde onvergente :
∑
L′′1
(−1)j′−j+F ′1+F1[L′′1 ][F ′1F ′F1F ]
1
2


− L′′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

 δj j′ δl l′
=
∑
xL′′1
(−1)j′−j+F ′1+F1+F ′−F [xL′′1][F ′1F ′F1F ]
1
2


J l F ′
I1 j F
′
1
x L′′1 I2




J l F
I1 j F1
x L′′1 I2

 δj j′ δl l′
= δj j′ δl l′ δF1 F ′1 δF F ′ (6.21)
e qui permet de voir que les onditions asymptotiques 6.9 sont vériées si les éléments de la matrie
de diusion inluant les spins sont dénis suivant :
SJβ′l′;β l =
∑
L′′1
(−1)j′−j+F ′1+F1[L′′1 ][F ′1F ′F1F ]
1
2


− L′′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

S
L′′1
j′l′; j l (6.22)
1
Une relation analogue à l'équation E.28 de l'Annexe E, dénissant les onditions d'orthogonalité des oeients
12j, est :
X
gh
[gh]
8<
:
a b c
d e f
g h j
9=
;
8<
:
a b c′
d e f ′
g h j
9=
; = δc c′ δf f ′ {abc} {def} {cfj} [cf ]−1 (6.20)
où la quantité {abc} vaut 1 si a, b et c vérient les inégalités triangulaires et 0 sinon.
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Comme dit préédemment, e résultat pour l'expression des éléments SJβ′l′;β l était attendu. Les
éléments de la matrie de transition sont ensuite dénis par la relation :
T Jβ′ l′ ; β l = i
[
δβ β′ δl l′ − SJβ′l′;β l
]
(6.23)
et, ompte tenu de l'égalité 6.21, on voit que la relation 6.22 permet aussi de dénir le lien entre les
éléments de la matrie de transition T Jβ′l′;β l et eux de la matrie T
L1
j′l′; j l. Les setions eaes de
ollision sont ensuite dénies par :
σjF1F ; j′F ′1F ′ =
π
k2j [F ]
∑
J
[J ]
∑
l l′
|T Jj′F ′1F ′l′ ; jF1F l|
2
(6.24)
En utilisant l'équivalent de l'expression 6.22 pour les éléments de la matrie de transition, on obtient
que les setions eaes entre niveaux hyperns son données par :
σjF1F ; j′F ′1F ′ =
π
k2j [F ]
∑
J
[J ]
∑
l l′
∑
L1L′1
[L1L
′
1F
′
1F
′F1F ]


− L1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −


×


− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

T
L1
j′l′; j l T
L′1 ∗
j′l′; j l (6.25)
Fatorisation : tenseurs d'opaité
Par appliation du théorème de WignerEkart, il est possible de dénir des quantités ontenant
l'ensemble de l'information liée à la dynamique de la ollision [2; 22; 3℄. Ces quantités, notées PKjj′
et appelées tenseurs d'opaité, s'obtiennent à partir des éléments de la matrie réduite de transition
dénis par :
〈j′l′||TL1 ||jl〉 = [K]
∑
L1
(−1)−j−l′−L1[L1]
{
j j′ K
l′ l L′1
}
TL1j′l′; j l (6.26)
A partir de es éléments, on détermine que l'expression des tenseurs d'opaité est (f. Annexe E) :
PKjj′ =
1
[K]
∑
ll′
|〈j′l′||TL1 ||jl〉|2 (6.27)
= [K]
∑
l l′
∑
L1L′1
(−1)−L1−L′1 [L1L′1]
{
j j′ K
l′ l L1
}{
j j′ K
l′ l L′1
}
TL1j′l′ ; j l T
L′1 ∗
j′l′ ; j l
On montre alors que les setions eaes données par la relation 6.25 peuvent être exprimées sous
une forme fatorisée où l'on fait apparaître les tenseurs d'opaité (f. Annexe E) :
σjF1F ; jF ′1F ′ =
π
k2j
[F1F
′
1F
′]
∑
K
{
F1 F
′
1 K
F ′ F I2
}2{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}2
PKjj′ (6.28)
Il est important de remarquer que tous les tenseurs ne ontribuent pas à la desription des setions
eaes. En raison des règles de séletion introduites par les oeients de Wigner6j, seuls les
tenseurs dont l'ordre K vérie les inégalités triangulaires :
|a′ − a| ≤ K ≤ a+ a′ (6.29)
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où a réfère aux nombres quantiques j, F1 et F , vont être utiles à la desription de la transition
jF1F → j′F ′1F ′. Notons que e type de fatorisation est prohe de elle renontrée dans l'expression
des setions eaes en IOS (f. setion 1.4.3) : on fatorise alors dans l'expression des setions e-
aes la partie dynamique, e qui fait apparaître des oeients spetrosopiques issus de l'algèbre
des moments angulaires.
A partir de la relation 6.28, on obtient ertaines propriétés onernant la sommation des setions
eaes hypernes
2
: ∑
F ′1F
′
σjF1F ; jF ′1F ′ = σj;j′ (6.31)
∑
F1F
[F ]
[j]
σjF1F ; jF ′1F ′ =
[F ′]
[j′]
σj;j′ (6.32)
et dans es relations, on voit apparaître les setions rotationnelles dénies par :
σj;j′ =
π
[j]k2j
∑
K
PKjj′ (6.33)
Approximation IOS
Dans l'approximation IOS, les éléments de la matrie totale de transition, T Jj′l′; j l, sont reliés aux
éléments de l'expansion de la matrie de transition en IOS, T l¯ j¯L , suivant (f. éq. 1.158 de la setion
1.4.3) :
T Jj′l′; j l = i
l+l′−2l¯
∑
L
(−1)J+L [jj
′ll′]
1
2
[L]
CL 0j 0 j′ 0C
L 0
l′ 0 l 0
{
j′ J l′
l L j
}
T l¯ j¯L (6.34)
En insérant ette expression dans les éléments de matrie réduite dénis par 6.26, on obtient, que
dans l'approximation IOS, euxi s'expriment suivant :
〈j′l′||TL1
j¯ l¯
||jl〉 = [K] i l+l′−2l¯
∑
L
(−1)−j−l′+L [jj
′ll′]
1
2
[L]
CL 0j 0 j′ 0C
L 0
l′ 0 l 0 T
l¯ j¯
L
×
∑
L1
[L1]
{
j l L′1
l′ j′ K
}{
j l L1
l′ j′ L
}
︸ ︷︷ ︸
= δK L [K]
−1
=
1
[K]
i l+l
′−2l¯(−1)−j−l′+K [jj′ll′] 12 CK 0j 0 j′ 0CK 0l′ 0 l 0 T l¯ j¯K (6.35)
On voit alors à partir de la relation 6.27 que dans ette approximation, les tenseurs d'opaité sont
donnés par :
PKjj′ =
[jj′]
[K]3
(
CK 0j 0 j′ 0
)2∑
ll′
[ll′]
(
CK 0l′ 0 l 0
)2 |T l¯ j¯K |2 (6.36)
2
Ces relations sont dérivées à partir de la relation :
X
X
[X]

a b X
c d p
ﬀ
a b X
c d q
ﬀ
= δp q {adp}{bcp}[p]
−1
(6.30)
ou {abc} vaut 1 si |a− b| ≤ c ≤ a+ b et 0 sinon.
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En eetuant le hoix l¯ = l′ (f. setion 1.4.3), on obtient alors :
PKjj′ =
[jj′]
[K]3
(
CK 0j 0 j′ 0
)2∑
l′
[l′]|T l′ j¯K |2 ×
∑
l
[l]
(
CK 0l′ 0 l 0
)2
︸ ︷︷ ︸
= [K]
=
[jj′]
[K]2
(
CK 0j 0 j′ 0
)2∑
l′
[l′]|T l′ j¯K |2
(6.37)
Cette expression se symétrise en introduisant les oeient de Wigner 3j, donnant :
PKjj′ = [jj
′]
(
j j′ K
0 0 0
)2∑
l′
[l′]
[K]
|T l′ j¯K |2 (6.38)
De plus, une propriété liée à l'approximation ES (et don présente en IOS) est que les quantités
dynamiques peuvent être exprimées en fontion des setions eaes depuis le niveaux fondamental.
En rappelant l'expression 1.167 de la setion 1.4.3, on obtient pour les tenseurs d'opaité :
PKjj′ =
k20
π
[jj′]
(
j j′ K
0 0 0
)2
σ0;K (6.39)
et, à partir de la relation 6.28, on trouve que l'approximation IOS des setions eaes entre niveaux
hyperns est :
σjF1F ; jF ′1F ′ =
k20
k2j
[jj′F1F
′
1F
′]
∑
K
{
F1 F
′
1 K
F ′ F I2
}2
×
{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}2(
j j′ K
0 0 0
)2
σ0;K (6.40)
6.2 Caluls de Dynamique : setions eaes rotationnelles
6.2.1 Surfae de potentiel (SEP)
Pour le système N2H
+
He, le potentiel d'interation ou surfae d'énergie potentielle (SEP) se
développe suivant :
V (r, θ) =
∑
λ
vλ(r)Pλ(cos θ) (6.41)
où le terme λ = 0 dérit le omportement isotrope du potentiel et où les autres termes dérivent
son anisotropie. An de résoudre le système d'équations ouplées, il est néessaire de onnaître les
termes vλ(r). Notons que dans l'expression de la moyenne du potentiel, es termes sont pondérés par
les oeients de PerivalSeaton (.-à-d. le terme spetrosopique qui apparaît en fateur de vλ(r)
dans une expression équivalente à l'expression 1.40 pour le as diatomeatome). Ces oeients
donnent un poids important aux valeurs de λ telles que λ = |j′ − j|.
Préédemment, les ollisions de N2H
+
ave He ont été étudiées par Green [18℄. Le potentiel
est alulé à partir de la méthode selfonsistant eld (SCF) et ave une base limitée d'orbitales
moléulaires (.-à-d. doublezeta). Comme préisé par l'auteur, e alul donne une desription
semiquantitative de l'interation. Les moyens numériques atuels permettent une meilleur desrip-
tion des SEPs, e qui a motivé le alul d'une nouvelle surfae. Ce alul a été eetué par M.
Meuwly et on se référera à l'Annexe G pour les aspets la onernant. Cette surfae a été détermi-
née par un alul oupledluster ave une base d'orbitales moléulaires plus étendue que pour le
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Figure 6.1  Comparaison entre les oeients radiaux des potentiels SCF [18℄ (traits ontinus) et
CCSD(T) (traits interrompus)
alul de la surfae SCF (.-à-d. triplezeta). Dans la suite, on se référera à es surfaes en utilisant
les dénominations surfae SCF et surfae CCSD(T).
La Figure 6.1 montre les omportements respetifs des oeients radiaux des surfaes SCF
et CCSD(T). On onstate que les termes isotropes sont similaires en magnitude ave un déalage
du minimum vers les ourtes distanes pour la surfae CCSD(T). En revanhe, on onstate que la
profondeur des puits des termes anisotropes v1(r) et v2(r) est beauoup plus importante pour la
surfae CCSD(T) par omparaison ave la surfae SCF.
6.2.2 Aspet numérique : MOLSCAT
La résolution du système d'équations ouplées est faite en utilisant le ode MOLSCAT
3
. En
pratique, l'obtention de résultats passe, tout d'abord, par l'implémentation de la SEP et la dé-
termination de l'éhantillonnage de la grille d'énergie du alul. Ensuite, il faut déterminer le pas
d'intégration du propagateur (ontrlé par le paramètre STEPS) et la base rotationnelle à inlure
(paramètre JMAX), es deux paramètres devant être ajustés en fontion de l'énergie totale du alul.
Ces paramètres sont hoisis par rapport à un ritère de onvergene sur les transitions auxquelles
on s'intéresse et, dans la Table 6.1, sont indiquées les valeurs de es paramètres permettant, dans
le as présent, l'obtention de résultats onvergés à mieux de 3%.
Les autres paramètres à ajuster : le nombre de oeients dans l'expansion du potentiel
(λmax = 11 pour la surfae CCSD(T)), les onstantes spetrosopiques dérivant les niveaux d'éner-
gie des moléules (f. setion 5.1), la masse réduite du système ollisionnel (µ = 3.51735812 uma)
sont xés indépendamment de l'énergie. Enn, le alul s'eetuant pour un moment J donné, il
est néessaire de déterminer la valeur maximale de J dans le développement en ondes partielles.
Dans la as présent, la onvergene sur J est délarée lorsque la ontribution de 4 ondes partielles
est inférieure à, respetivement, δD = 0.03 Å
2
et δO = 0.005 Å
2
, pour les setions élastiques et
3
J. M. Hutson and S. Green, MOLSCAT omputer ode, version 14 (1994), distributed by Collaborative Compu-
tational Projet No. 6 of the Engineering and Physial Sienes Researh Counil (UK).
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inélastiques. Notons que dans les équations d'équilibre statistique, seules les ollisions inélastiques
interviennent, et l'obtention de résultats onvergés pour les setions inélastiques est en général ob-
tenu ave δD = 0.3 Å
2
. Dans le as présent, il est néessaire de onnaître les transitions hypernes
quasiélastiques, .-à-d. assoiées à une transition rotationnelle élastique d'où le hoix de δD.
Energie (m
−1
) 3<.<7 7<.<25 25 <.<170 170 <.< 400 400 <.< 750 750 <.< 1000
STEPS 20 20 10 10 10 10
JMAX 16 18 18 20 26 28
Table 6.1  Paramètres dénissant la onvergene pour les énergies inférieures à 1000 m
−1
. Le paramètre
STEPS dénit le pas d'intégration et le paramètre JMAX le nombre de niveaux rotationnels à inlure
dans le alul.
6.2.3 Inuene de la base rotationnelle
Lors de l'étude eetuée par Green [18℄ le nombre de niveaux rotationnels inlus était peu élevé,
en raison de la limitation imposée par les moyens numériques de l'époque. Une première étape de
notre travail a onsisté à utiliser la surfae SCF an de realuler les setions eaes rotationnelles.
La omparaison entre es résultats et eux publiés par Green permet de mettre en avant, dans un
premier temps, l'erreur induite par la tronature de base. Par la suite, es résultats permettront de
souligner l'inuene de la SEP sur les setions eaes.
j' 0 1 2
j
0 . . . . . . 1.2274 1.2790 ( −4.0) 0.1534 0.1740 (−11.8)
1 1.0008 1.0435 ( −4.1) . . . . . . 0.4126 0.5160 (−20.0)
2 0.4493 0.5100 (−11.9) 1.4830 1.8527 (−20.0) . . . . . .
3 0.2833 0.2667 ( 6.2) 0.8767 0.7542 ( 16.2) 1.3679 1.3901 ( −1.6)
4 0.2130 0.1651 ( 29.0) 0.4561 0.3527 ( 29.3) 1.0444 1.0561 ( −1.1)
5 0.1250 0.0677 ( 84.6) 0.5298 0.2946 ( 79.8) 0.8411 0.4800 ( 75.2)
j' 3 4 5
j
0 0.0093 0.0087 ( 6.9) 0.0002 0.0002 0.0000 0.0000
1 0.0233 0.0201 ( 15.9) 0.0004 0.0003 0.0000 0.0000
2 0.1307 0.1328 ( −1.6) 0.0035 0.0036 0.0000 0.0000
3 . . . . . . 0.0564 0.0562 ( 0.0) 0.0005 0.0003
4 1.5937 1.5623 ( 2.0) . . . . . . 0.0194 0.0133 ( 45.9)
5 1.0029 0.6362 ( 57.6) 1.3893 0.8101 ( 71.5) . . . . . .
Table 6.2  Constantes de vitesse de ollision obtenues à T = 5 K à partir de la SEP de Green. La
première olonne orrespond aux aluls eetués ave la base étendue et la seonde olonne reproduit
les résultats obtenus par Green [18℄ ainsi que l'éart relatif par rapport aux résultats de la olonne 1
(.-à-d. (ol. 1- ol. 2)/ ol. 2 × 100) lorsque les taux de Green sont onnus ave plus de 2 hires
signiatifs.
La gamme d'énergie totale ouverte lors de e alul préliminaire, E ∈ [3 ; 80 m−1℄, permet
d'assurer une onvergene à mieux de ∼ 8 kBT lors du alul des taux à T = 5 K, pour les transitions
jusque j = 5. Dans le as présent, les aluls sont eetués ave base rotationnelle inluant de 16 à
18 niveaux de rotation pour N2H
+
(f. Table 6.1) : lors de l'étude menée par Green [18℄, le nombre
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maximum de niveaux rotationnels inlus etait de 7. Les setions onnetant les 5 premiers niveaux
sont présentées sur la Figure 6.2 et les taux alulés à T = 5 K sont donnés dans la Table 6.2.
Notons que par la suite, la omparaison entre les deux séries de aluls est faite par l'intermé-
diaire des taux de ollision. Don, les diérenes ne sont pas uniquement dues aux hoix respetifs
des bases rotationnelles : elles sont aussi une onséquene des hoix faits sur d'autres paramètres,
omme par exemple le propagateur, le pas et le domaine d'intégration, le nombre d'ondes partielles,
les onstantes spetrosopiques, l'éhantillonage de la grille en énergie ... Néanmoins, les tests de
onvergene que nous avons eetués sur la base rotationnelle montrent que l'origine prinipale
des éarts est la base rotationnelle. La omparaison qui suit reste ependant qualitative du fait du
nombre des paramètres qui dièrent dans les deux aluls.
On onstate que la tronature de base modie l'ensemble des taux, les éarts pouvant être
importants (> 20%) pour les taux onernant les transitions au delà de j = 4. On remarquera de plus
que l'utilisation d'une base plus importante tend à entraîner un transfert de ux : l'augmentation
du nombre de niveaux fermés augmente la magnitude des setions de nombre quantique j élevé (ii,
j > 3). La matrie S étant unitaire, le gain de ux pour es setions se réperute par une diminution
du ux des setions entre des niveaux d'énergie moins élevée.
On remarquera aussi que l'éart relatif entre les taux en exitation et les taux en désexitation
n'est pas toujours identique. En dehors des diérenes dues aux hires signiatifs disponibles, es
éarts peuvent s'expliquer, d'une part, par l'utilisation de onstantes rotationnelles diérentes dans
les deux aluls (les onstantes utilisées par Green n'étant pas spéiées), et d'autre part, par un
mauvais éhantillonnage de la grille en énergie. Les taux que nous avons obtenu vérient les relations
de bilan détaillé à mieux de 1%, en dehors des transitions j = 1− 4, 2− 4 et 3− 4 pour lesquelles la
préision est < 3%. Pour es trois dernières transitions, les erreurs obtenues sont plus importantes
en raison d'une mauvaise desription de la région E = 65− 70 m−1 (voir Figure 6.2).
j' 0 1 2
j
0 . . . . . . 1.2274 1.6127 (−23.9) 0.1534 0.2409 (−36.3)
1 1.0008 1.3166 (−24.0) . . . . . . 0.4126 0.5081 (−18.8)
2 0.4493 0.7059 (−36.3) 1.4830 1.8262 (−18.8) . . . . . .
3 0.2833 0.3880 (−27.0) 0.8767 1.0085 (−13.1) 1.3679 1.9422 (−29.6)
4 0.2130 0.2651 (−19.6) 0.4561 0.6986 (−34.7) 1.0444 1.4243 (−26.7)
5 0.1250 0.2125 (−41.2) 0.5298 0.7143 (−25.8) 0.8411 1.1540 (−27.1)
j' 3 4 5
j
0 0.0093 0.0127 (−26.7) 0.0002 0.0003 0.0000 0.0000
1 0.0233 0.0269 (−13.4) 0.0004 0.0007 0.0000 0.0000
2 0.1307 0.1858 (−29.7) 0.0035 0.0049 0.0000 0.0001
3 . . . . . . 0.0564 0.0725 (−22.2) 0.0005 0.0006
4 1.5937 2.0207 (−21.1) . . . . . . 0.0194 0.0197 ( −1.5)
5 1.0029 1.2044 (−16.7) 1.3893 1.4094 ( −1.4) . . . . . .
Table 6.3  Comparaison entre les onstantes de vitesse à T = 5 K obtenues à partir des surfaes SCF
(1
ère
olonne) et CCSD(T) (2
ème
olonne). L'erreur relative entre les deux jeux de données est indiquée
en deuxième olonne.
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Figure 6.2  Comparaison entre les setions eaes alulées ave le potentiel de Green (rouge) et les
setions obtenues ave le potentiel de Meuwly (noir) pour les niveaux de rotation jusque j=4.
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6.2.4 Inuene de la SEP
Les setions eaes obtenues à partir des surfaes SCF et CCSD(T) sont présentées sur la
Figure 6.2 pour les transitions jusque j = 4. On onstate que globalement, les setions obtenues
ave la surfae CCSD(T) sont de plus grande magnitude pour l'ensemble des transitions. Cei peut
être mis en rapport ave la plus grande anisotropie de la surfae CCSD(T) (f. Figure 6.1), bien
qu'il soit diile d'établir un lien quantitatif entre les variations des oeients vλ(r) et les setions
eaes. Notons de plus que pour e système, la zone en énergie présentant des résonanes s'étend
jusqu'à des énergies de l'ordre de Ec ∼ 100 − 150 m−1. Les résonanes sont dues à la formation
d'états quasi-liés et se produisent tant que l'énergie inétique du système en ollision est omparable
à la profondeur du puit de potentiel. A plus haute énergie, la formation d'états quasi-liés est rendue
impossible par le terme entrifuge.
Les taux de ollision à T = 5 K obtenus ave la surfae CCSD(T) sont omparés aux taux
SCF dans la Table 6.3. On obtient, pour l'ensemble des transitions, que les taux CCSD(T) sont
globalement supérieurs de 20-30% par rapport aux taux SCF. Comme dit préédemment, il n'y a
ependant pas de orrélation évidente entre la modiation des magnitudes des oeients radiaux et
les variations de magnitude des setions eaes, les minimum des oeients vλ(r) étant modiées,
pour λ = 1 et 2 par des fateurs multipliatifs bien supérieurs à 2.
En Annexe G, les taux obtenus ave la surfae CCSD(T) sont omparés aux résultats de Green
[18℄ pour les températures T = 10 K et T = 40 K. Cette omparaison permet de prédire quali-
tativement les diérenes que l'on obtiendrait lors de l'utilisation des taux de ollision (lors de la
modélisation de l'émission de N2H
+
, les taux de ollisions utilisés jusque là sont eux alulés par
Green ou eux du système HCO
+
H2 [14℄, f. hapitre 7). Cependant, il est important de noter que
la omparaison ne porte pas uniquement sur l'inuene de la SEP mais aussi sur la base rotationnelle
utilisée lors des aluls de dynamique.
6.3 Caluls de Dynamique : setions eaes hypernes
Les setions eaes entre niveaux hyperns sont alulées en utilisant la méthode présentée
à la setion 6.1. La Figure 6.4 montre les setions eaes obtenues pour les transitions entre les
niveaux hyperns assoiés à la transition rotationnelle j = 3 − 4. Sur ette gure, on onstate que
les setions eaes telles que ∆F = ∆F1 = ∆j ont des magnitudes plus importantes que les autres
setions eaes, l'éart étant d'autant plus marqué que l'énergie augmente.
6.3.1 Règles de prépondérane
An d'étudier le omportement relatif observé pour les setions eaes, on onsidère l'expres-
sion des setions donnée par la relation 6.28. Comme souligné préédemment, ette expression fait
apparaître un terme spetrosopique et un terme dynamique représenté par les tenseurs d'opaité
PKj j′ . Ces tenseurs ont auparavant été étudiés (voir p. ex. [3℄) et il a été montré qu'ils présentent
des variations bien dénies ave l'ordre K : les tenseurs de plus grande magnitude sont eux pour
lesquels les parités de K et j + j′ sont identiques et, au sein d'une même parité, la magnitude
des tenseurs déroît ave l'ordre K. Sur la Figure 6.5 sont présentés les tenseurs d'opaités ob-
tenus pour les transitions j = 1 − 2, j = 1 − 5, j = 2 − 4 et j = 3 − 4 à des énergies totales
E < 1000 m−1. On onstate que le omportement attendu est globalement vérié pour les éner-
gies totales E > 300 m−1. Par ontre, pour les énergies plus faibles orrespondant à la gamme
d'énergie où sont présentes les résonanes, on voit que généralement les tenseurs sont de magnitudes
omparables.
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Développement semilassique des oeients de Wigner6j : Formule d'Edmond
L'inuene du terme spetrosopique sur la magnitude des setions peut être omprise en uti-
lisant la formule D'Edmond. Cellei dénit la limite semi-lassique des oeients de Wigner6j,
lorsque a, b, K ≫ m, n, 1 :{
a b K
b+m a+ n 1
}2
∼ 1
[ab]
× [d1mn(θ)]2, (6.42)
où m et n prennent, dans le as présent, les valeurs −1, 0 ou 1, et où la fontion dJmn(θ) est dénie
à partir de la matrie de rotation DJmn(φ, θ, χ) (aussi appelée fontion de Wigner D) suivant la
relation :
DJmn(φ, θ, χ) = e
−imφ dJmn(θ) e
−inχ
(6.43)
n -1 0 1
m
-1
(1 + cos θ)2
4
sin2 θ
2
(1− cos θ)2
4
0
sin2 θ
2
cos2 θ
sin2 θ
2
1
(1− cos θ)2
4
sin2 θ
2
(1 + cos θ)2
4
Table 6.4  Fontions [d1mn(θ)]
2
Figure 6.3  Comportement des fontions [d1mn(θ)]
2
pour les diérentes valeurs possibles de |m − n|.
Sur l'axe des ordonnées sont indiquées les valeurs
extrêmes prises par l'ordre K des tenseurs d'opaité.
Pour la valeur partiulière J = 1, les valeurs prises par les fontions [dJmn(θ)]
2
sont données dans
la Table 6.4. Dans la formule d'Edmond, l'angle θ est lié aux nombres quantiques par la relation :
cos θ =
a(a+ 1) + b(b+ 1)−K(K + 1)
2
√
a(a+ 1)b(b+ 1)
. (6.44)
En ombinant ette relation ave le fait que K vérie l'inégalité triangulaire |a− b| < K < a+ b, on
voit que les valeurs de θ orrespondant aux valeurs limites autorisées pour K sont telles que :
si K = |a− b| ⇒ cos θ =
√
[max(a, b) + 1]min(a, b)
[min(a, b) + 1]max(a, b)
∼
a,b≫1
+1
si K = a+ b ⇒ cos θ = −
√
ab
(a+ 1)(b+ 1)
∼
a,b≫1
−1
Sur la Figure 6.3, le omportement des fontions [dJmn(θ)]
2
est représenté pour les diérentes valeurs
possibles de |m− n|.
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Figure 6.4  Transitions entre niveaux hyperns assoiées à la transition j = 3− 4.
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Figure 6.5  Tenseurs d'opaité pour les transitions j = 1− 2, j = 1− 5, j = 2− 4 et j = 3− 4.
Magnitudes relatives des setions eaes
On onsidère à nouveau l'expression 6.28 obtenue pour les setions eaes. Dans un premier
temps, on réérit ette expression sous la forme :
σjF1F ; jF ′1F ′ =
π
k2j
[F1F
′
1F
′]
∑
K
{
F1 F
′
1 K
F ′ F I2
}2
PKjF1,j′F ′1
(6.45)
ave PKjF1,j′F ′1
=
{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}2
PKjj′ (6.46)
où l'on a déni les pseudotenseurs PKjF1,j′F ′1
qui inluent le terme spetrosopique lié à la struture
hyperne du noyaux d'azote externe. En se basant sur la disussion préédente, il est possible de
disuter la magnitude de es pseudotenseurs qui dépend à la fois du terme spetrosopique et
du omportement des tenseurs PKjj′ . Tout d'abord, on eetue le parallèle ave e qui a été dit
préédemment en onsidérant la relation 6.42 et on pose a ≡ j et b ≡ j′, e qui implique que l'on a
alors : ∆F1 = ∆j +m− n.
On onsidère ensuite l'ensemble des pseudotenseurs pour lesquels les nombres quantiques j et
F1 sont xés. A partir de la Figure 6.3, on voit que l'inuene du terme spetrosopique dépend de
l'ordre K et de la valeur prise par |m−n|. Si l'on se plae dans le as "idéal" où les tenseurs PKjj′ les
plus importants sont eux dont l'ordre K est bas, .-à-d. tels que |j−j′| < K < 1/2 (j+j′+ |j−j′|),
on voit à partir de la Figure 6.3 que les pseudotenseurs PKjF1,j′F ′1
les plus importants vont être eux
pour lesquels on a |m− n| = 0. Autrement dit, si l'on xe de plus la valeur de j′, on obtient que le
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tenseur le plus important est elui pour lequel F ′1 = F1 + ∆j.
Dans le as du système N2H
+
 He, l'hypothèse faite sur le omportement des tenseurs PKjj′
est vériée aux énergies totales E > 300 m−1. Dans la zone de résonane, les tenseurs PKjj′ sont
tous du même ordre de grandeur et des éarts à la règle de prépondérane ∆F1 = ∆j sont alors
possibles. Notons de plus que ette règle permet de dénir les setions eaes les plus importantes
si l'on s'intéresse à une moléule ayant un unique spin nuléaire. Elle a auparavant été disutée par
Alexander [4℄.
Dans le as des transitions issues d'un niveau jF1F et allant vers les niveaux de nombres quan-
tiques j′F ′1, le omportement relatif des setions eaes est déterminé à la fois par le terme spe-
trosopique lié à la struture hyperne du noyau d'azote interne et par le omportement des pseudo
tenseurs PKjF1,j′F ′1
. Le omportement de es pseudotenseurs est fortement inuené par le premier
terme spetrosopique : eluii augmente la magnitude des tenseurs d'ordres bas si l'on onsidère
les transitions telles que ∆F1 = ∆j, d'ordres intermédiaires lorsque ∆F1 = ∆j±1 et d'ordres élevés
pour ∆F1 = ∆j ± 2.
De manière similaire à e qui a été fait préédemment, on pose tout d'abord pour le seond terme
spetrosopique a ≡ F1 et b ≡ F ′1. On a don ∆F = ∆F1 +m− n. Si l'on se plae de plus dans le
as où les pseudotenseurs PKjF1,j′F ′1
les plus importants sont eux dont l'ordre K est intermédiaire,
alors, d'après la Figure 6.3, on voit que les termes prédominants dans l'expression 6.45 vont vérier
|m− n| = 1, soit ∆F = ∆F1 ± 1.
On a vu préédemment que dans la zone de résonane, les tenseurs PKjj′ sont tous dans un
même ordre de grandeur. Dans e as, on obtiendra généralement que les transitions les plus impor-
tantes vont orrespondre aux transitions pour lesquelles les deux termes spetrosopiques ont des
omportements similaires, soit :
− si ∆F1 = ∆j ⇒ ∆F = ∆F1
− si ∆F1 = ∆j − 1 ou ∆j + 1 ⇒ ∆F = ∆F1 ± 1 i)
− si ∆F1 = ∆j − 2 ou ∆j + 2 ⇒ ∆F = ∆F1 ± 2
Bien entendu, es règles sont restreintes au domaine autorisé pour le nombre quantique F ′. Le sketh
présenté sur la Figure 6.6 permet de visualiser les diérents as où es règles ne sont pas appliables.
De plus, dans les deux derniers as, il y a une indétermination sur la transition prédominante.
D'une part, pour les transitions telles que ∆F1 = ∆j ± 1, il existe une indétermination entre les
transitions ∆F = ∆F1 +1 et ∆F = ∆F1− 1, le omportement du deuxième terme spetrosopique
étant identique pour ellesi. En onsidérant à nouveau l'expression 6.45 des setions eaes, on
onstate que ette indétermination est en partie levée par la présene du poids statistique [F ′] qui
renfore la magnitude de la setion telle que ∆F = ∆F1+1. D'autre part, pour les transitions telles
que ∆F1 = ∆j ± 2, il n'existe pas toujours de transition vériant ∆F = ∆F1 ± 2. Ce as de gure
se produit lorsque F = F1 (soit m = 0) et don, les transitions les plus importantes sont à priori
elles allant vers F ′ = F ′1 (f. Figure 6.3).
Lorsque l'énergie augmente, la magnitude des tenseurs PKjj′ déroît rapidement ave l'ordre K.
Dans e as, malgré la présene du premier terme spetrosopique, les pseudotenseurs PKjF1 ; j′F ′1
les
plus importants sont eux dont l'ordre K est bas et ei, quelque soit la valeur de ∆F1. Dans e
as, les transitions les plus importantes vont être telles que :
∀∆F1 ⇒ ∆F = ∆F1 ii)
De plus, il est important de voir que la forte magnitude des transitions telles que ∆F = ∆F1 = ∆j
est due au fait que les termes spetrosopiques renforent la magnitude des tenseurs PKjj′ d'ordres
bas. Or, on onstate que lorsque l'énergie augmente (f. Figure 6.5), es tenseurs sont eux dont la
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Figure 6.6  Vue shematique des transitions hypernes assoiees a la transition rotationnelle j → j′,
araterisees par les variations des nombres quantiques.
magnitude est la plus élevée.
La Table 6.5 et la Table 6.6 donnent les setions eaes des transitions hypernes assoiées
à la transition rotationnelle j = 4 → 3, aux énergies respetives de 50 et 980 m−1. On onstate
que les règles i) permettent globalement d'expliquer le omportement à 50 m
−1
. A 980 m
−1
,
les transitions prépondérantes orrespondent à un régime intermédiaire entre les omportements
attendus à basse et haute énergies, représentés respetivement par les règles i) et ii). En eet, on
remarque que pour les transitions où ∆F1 = ∆j±2, les transitions les plus importantes sont données
par les règles i) alors que pour les transitions telles que ∆F1 6= ∆j±2, les transitions prépondérantes
sont majoritairement données par les règles ii).
En pratique, es règles permettent d'expliquer globalement le omportement observé pour les
setions eaes. Lorsque des éarts à es règles sont observées, elles vont généralement dans le sens
où l'on privilégie les transitions de plus grand poids statistique. Aussi, il est important de se rappeler
que es règles sont établies à partir d'un omportement semilassique des oeients de Wigner6j
et dans la limite des grands nombres quantiques. Ces règles permettent don de omprendre les
rapports que l'on observe pour les setions eaes mais, une détermination préise des magnitudes
absolues et relatives des transitions entre niveaux hyperns néessite d'avoir reours à un alul de
dynamique.
6.3.2 Constantes de vitesse de Collision
An d'obtenir les onstantes de vitesse de ollision, on eetue la onvolution des setions e-
aes ave une distribution d'énergie inétique. En pratique, on utilise la statistique de Boltzmann et
les onstantes de vitesse de ollision, pour les transitions entre niveaux hyperns, sont alors données
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3 4 5
2 3 4 3 4 5 4 5 6
1 7.57 2.39 1.08 1.44 2.71 2.33 0.44 1.55 4.37
2 2 4.94 8.05 2.89 4.16 2.73 4.22 2.22 4.45 4.67
3 2.79 4.86 11.33 5.53 5.69 4.57 9.13 5.78 2.75
2 2.47 4.36 4.09 9.40 1.52 4.76 3.86 5.47 2.34
3 3 6.10 3.95 5.94 2.82 13.50 3.94 7.43 2.76 6.01
4 7.37 7.64 5.91 8.29 5.49 11.81 4.65 7.72 7.60
3 0.87 3.28 9.77 5.28 7.57 3.66 16.24 4.89 0.86
4 4 4.42 8.29 7.55 9.73 3.51 7.92 6.87 13.66 4.56
5 15.87 9.59 3.84 5.75 9.68 9.18 1.56 6.12 19.25
Table 6.5  Setions eaes en désexitation (en Å
2
) à 50 m
−1
pour les transitions hypernes assoiées
à la transition j = 4 → 3. Les transitions dont la magnitude est la plus importante sont indiquées en
gras. Les transitions prédites par les règles de prépondérane à basse énergie sont indiquées en italique.
3 4 5
2 3 4 3 4 5 4 5 6
1 5.17 0.33 0.07 0.20 0.18 0.05 0.03 0.03 0.14
2 2 1.44 5.39 0.33 0.30 0.18 0.20 0.05 0.17 0.14
3 0.24 1.13 6.44 0.16 0.30 0.40 0.29 0.17 0.10
2 0.72 0.37 0.12 5.90 0.17 0.17 0.32 0.20 0.07
3 3 0.52 0.61 0.36 0.74 6.08 0.24 0.30 0.26 0.21
4 0.21 0.47 0.97 0.31 0.70 6.54 0.14 0.29 0.48
3 0.07 0.10 0.31 0.79 0.34 0.11 7.05 0.32 0.03
4 4 0.13 0.31 0.23 0.44 0.65 0.33 0.76 6.91 0.29
5 0.50 0.30 0.16 0.18 0.41 0.96 0.07 0.64 7.55
Table 6.6  Setions eaes en désexitation (en Å
2
) à 980 m
−1
pour les transitions hypernes
assoiées à la transition j = 4 → 3. Les transitions dont la magnitude est la plus importante sont
indiquées en gras. Les transitions prédites par les reg les de prépondérane à haute énergie sont indiquées
en italique.
par :
RjF1F→j′F ′1F ′(T ) =√
8
µπ
(kBT )
− 3
2
∞∫
Ej′F ′
1
F ′
σjF1F ;j′F ′1F ′(E) (E − EjF1F ) exp
(
−E − EjF1F
kBT
)
dE (6.47)
Cette expression suppose que l'ouverture en énergie de la transition en exitation
jF1F → j′F ′1F ′ est Ej′F ′1F ′ . Or, dans le adre de l'approximation dérite à la setion préédente, l'ou-
verture des transitions s'eetue aux énergies de la struture rotationnelle de la moléule, soit Ej′ .
Dans le alul des taux, on assimile don les énergies des niveaux hyperns aux énergies des niveaux
rotationnels assoiés, par onsistane ave le alul des setions eaes. Enore une fois, notons que
l'eet introduit par ette approximation est faible du fait que :
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∀j |Ej′F ′1F ′−Ej′| < 2,5.10−4 m−1. Les onstantes de vitesse de ollision sont don alulées suivant :
RjF1F→j′F ′1F ′(T ) =√
8
µπ
(kBT )
− 3
2
∞∫
Ej′
σjF1F ;j′F ′1F ′(E) (E − Ej) exp
(
−E − Ej
kBT
)
dE (6.48)
A haque transition rotationnelle orrespondent ∼ 81 setions eaes hypernes. Or, l'information
néessaire à la desription des setions eaes hypernes est disponible via les 2min(j, j′) + 1
tenseurs PKjj′ . Don, on eetue la moyenne thermique sur les tenseurs e qui permet, à partir de
6.28, d'exprimer les onstantes de ollision suivant (f. Annexe G.2) :
RjF1F→j′F ′1F ′(T ) =
1
[F ]
∑
K
<
π
k2j
PKjF1F,j′F ′1F ′
>T (6.49)
ave :
<
π
k2j
PKjF1F,j′F ′1F ′
>T= [F1F
′
1FF
′]
{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}2{
F1 F
′
1 K
F ′ F I2
}2
<
π
k2
PKjj′ >T (6.50)
et :
<
π
k2j
PKjj′ >T=
√
8
µπ
(kBT )
− 3
2
~2
2µ
∞∫
Ej′
PKjj′(E)exp
(
−E −Ej
kBT
)
dE (6.51)
Notons de plus que les quantités < π/k2 PKjj′ >T permettent d'obtenir, d'une part, les onstantes
de vitesse pour les transitions entre niveaux rotationnels, et d'autre part, elles entre sous niveaux
magnétiques [3℄ :
RjF1F→j′Fx′1F ′(T ) =
∑
K
(
F ′ F K
−MF ′ MF MF ′ −MF
)2
<
π
k2
PKjF1F,j′F ′1F ′
>T (6.52)
Pour l'utilisation dans le adre d'appliations astrophysiques, la moyenne thermique des tenseurs
d'opaité est ajustée à partir de la formule [6℄ :
log10 <
π
k2
PKjj′ >T=
N∑
n=0
a
(K,n)
j′→j x
n
(6.53)
e qui permet d'avoir aès aux onstantes de vitesse de ollision ave une bonne préision sur la
gamme de température étudiée (f. Annexe G.2), et évite les problèmes liés à l'interpolation des
onstantes de vitesse (p. ex. non respet des relations de bilan détaillé).
6.3.3 Approximation IOS
Comme proposé par Neufeld [24℄ l'approximation IOS présentée à la setion 6.1 peut être uti-
lisée en remplaçant les setions rotationnelles du alul IOS par les setions rotationnelles CC
(f. Annexe G.2). Comme il a été vu à la setion 1.4, ette approximation peut utiliser ou bien
les setions depuis le niveau fondamental ou bien les setions allant vers le niveau fondamental.
En eet dans le adre de l'approximation IOS, la struture interne des moléules est négligée et, il
n'existe don pas de seuil en énergie pour l'ouverture des transitions. En revanhe, si l'on remplae
les setions IOS par les setions CC, les seuils en énergie inétique des tenseurs sont alors eux des
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Figure 6.7  Comparaison entre les tenseurs d'opaité obtenus ave la méthode de reouplage (traits
pleins) et les tenseurs IOS (traits interrompus) pour la transition J = 2−3, obtenus à partir des setions
en désexitation. Notons que pour les données IOS, l'énergie du seuil est réintroduite de manière arbitraire,
l'axe des ordonnées étant en énergie totale.
transitions j = 0→ K ou j = K → 0. L'utilisation des setions eaes en exitation impliquerait
don que, pour une même transition, on ait pour des tenseurs d'ordre K diérents des seuils dié-
rents. L'utilisation des setions en désexitation permet de s'aranhir de e problème, ompte tenu
qu'il n'existe alors plus de seuil en énergie inétique.
La Figure 6.7 ompare les tenseurs d'opaité obtenus à partir des setions eaes rotationnelles
en désexitation aux tenseurs obtenus par la méthode de reouplage pour la transition j = 2−3. On
onstate que l'éart entre les deux jeux de données est faible pour les tenseurs dont l'ordre K est de
même parité que j + j′ et pour les énergies Ec & 300 m
−1
. Néanmoins, les tenseurs pour lesquels
les parités de K et j + j′ sont diérentes, sont systématiquement nuls dans l'approximation IOS.
Cei provient des règles de séletion introduites par le oeient de Wigner3j apparaissant dans
la dénition 6.38 des tenseurs IOS. On onstate ependant que la magnitude de es termes déroît
ave l'énergie : dans le as de la transition j = 2− 3 et à Ec ∼ 1000 m−1, l'éart entre les tenseurs
d'ordre K pair et d'ordre K impair est au minimum d'un fateur 10. Finalement à partir de es
aratéristiques, on s'attend à e que les taux obtenus à partir des setions rotationnelles soient en
bon aord ave les taux issus d'un alul de reouplage pour les températures T & 500K.
Notons que, dans un alul de reouplage, les taux hyperns vérient la règle de sommation :∑
F ′1F
′
σjF1F ; j′F ′1F ′ = σj; j′ (6.54)
Cette propriété provient des oeients de Wigner6j apparaissant dans la dénition des setions
eaes (f. éq. 6.28). Cette propriété est toujours vériée pour les taux IOS, mais, en général, on
a :
σIOSj ; j′
σCCj; j′
6= 1 (6.55)
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Figure 6.8  Tenseurs d'opaités obtenus par la méthode reouplage (traits pleins) et à partir des setions
rotationnelles (traits interommpus) pour les transitions j = 1− 2, j = 1− 5, j = 2− 4 et j = 3− 4.
Les seules transitions pour lesquelles le rapport préédent vaux 1 sont les transitions onernant le
niveaux fondamental : les setions eaes hypernes dans l'approximation IOS sont alors identiques
à elles obtenues par la méthode de reouplage (f. éq. (14) de l'Annexe G.1). Comme proposé par
Neufeld [24℄, on orrige don les taux hyperns IOS suivant :
σscaledjF1F ; j′F ′1F ′
= σIOSjF1F ; j′F ′1F ′
× σ
CC
j; j′
σIOSj ; j′
(6.56)
e qui permet d'obtenir un ux total de moléules "orret" dans le alul IOS.
La Figure 6.8 présente les tenseurs moyennés des deux jeux de données (la règle de trois pré-
édente étant appliquée aux tenseurs IOS) pour la gamme de temperatures T < 150K. Dans un
premier temps, on onstate la diminution de l'éart entre les deux aluls ave l'augmentation de la
température. On onstate que, à T = 150K, l'éart entre les tenseurs "exats" et les tenseurs IOS
dont l'ordre K est de même parité que j + j′, est systématiquement inférieur à un fateur 2.
La Table 6.7 donne les onstantes de vitesse de ollision entre les niveaux hyperns assoiées à
la transition j = 4− 3 à T = 50 K et T = 140 K. On onstate que pour les deux températures, les
taux tels que ∆F = ∆F1 = ∆j sont surestimés dans ette approximation. L'erreur varie de 50-100%
à T = 50 K à 15-30% à T = 140 K. On remarque aussi que l'ensemble des autres taux est alors
sous estimé par rapport aux taux CC. En se référant à nouveau à la Figure 6.8, ei se omprend
en onstatant, tout d'abord, que les tenseurs IOS tels que K et j + j′ sont de même parité sont
surestimés par rapport aux tenseurs CC. Cei permet d'expliquer la trop grande magnitude des
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transitions telles que ∆F = ∆F1 = ∆j dans l'approximation IOS, le tenseur d'ordre K = |j′ − j|
étant prépondérant dans l'estimation de es transitions. La sous estimation des onstantes de vitesse
"hors diagonale" est due à l'absene des tenseurs pour lesquels K et j+j′ sont de parités diérentes.
2 3 4
1 2 3 2 3 4 3 4 5
3 2 81.23 22.61 5.79 11.30 12.66 7.67 1.81 4.60 22.66
(100.22) (20.07) (-24.51) (20.09) (-24.51) (-64.59) (-24.58 ) (-64.62) (-43.69)
3 3 5.11 85.80 18.72 9.04 10.08 12.51 3.47 13.16 12.44
( -33.12) (102.26) ( 10.05) (-24.54) ( -29.31) (-42.08) ( -63.97) (-35.43) ( -51.46)
3 4 2.06 5.97 101.59 4.26 9.73 17.64 13.88 9.82 5.37
( -26.95) (-31.46) ( 82.91) (-64.59) (-42.08) ( -7.21) ( -44.12) (-51.39) ( -49.34)
4 3 3.06 8.06 5.68 92.70 11.64 13.16 14.70 13.87 7.46
( -33.19) (-27.58) ( -65.07) ( 91.81) ( 8.89) (-35.43) ( -12.08) (-48.74) ( -51.50)
4 4 5.19 2.94 8.67 2.69 100.57 14.25 10.79 11.71 13.54
( -26.90) (-67.26) ( -45.47) (-45.33) ( 73.16) (-13.11) ( -48.74) ( 2.63) ( -49.29)
4 5 2.05 6.21 8.54 7.48 6.45 103.58 4.75 11.08 20.21
( -70.59) (-47.06) ( -35.64) (-35.63) (-39.38) ( 81.31) ( -51.43) (-49.29) ( -26.56)
5 4 0.84 2.10 13.10 6.95 10.11 6.03 113.37 15.64 2.19
( -26.96) (-68.09) ( -43.29) (-37.78) (-50.75) (-51.45) ( 60.74) ( -24.66) ( -49.31)
5 5 1.37 7.22 7.46 7.26 5.45 10.39 7.95 109.78 13.47
( -70.54) (-33.09) ( -51.50) (-51.76) (-31.10) (-50.90) ( -42.72) ( 73.26) ( -26.59)
5 6 6.41 6.01 3.62 3.01 7.93 12.16 1.13 7.30 122.77
( -41.30) (-51.49) ( -51.80) (-51.45) (-51.73) (-43.44) ( -51.91) (-43.41) ( 52.79)
(a) T = 50 K
2 3 4
1 2 3 2 3 4 3 4 5
3 2 84.41 22.28 5.27 11.14 11.53 7.00 1.65 4.20 19.79
(31.60) (3.53) (-16.88) ( 3.53) (-16.87) (-51.96) (-16.67) (-51.95) (-22.27)
3 3 4.48 89.25 18.23 8.24 10.03 11.40 3.16 11.47 10.99
(-31.18) ( 32.71) ( -0.05) (-16.85) (-22.19) (-30.49) (-51.38) (-12.38) (-33.76)
3 4 1.86 5.29 104.80 3.89 8.87 16.91 12.13 8.68 4.82
(-16.96) (-27.43) ( 27.08) (-51.92) (-30.49) ( -7.85) (-22.89) (-33.74) (-34.33)
4 3 2.69 7.27 5.18 96.00 11.50 11.47 14.04 12.50 6.60
(-31.20) (-18.50) (-52.52) ( 29.41) ( -1.46) (-12.38) (-10.46) (-34.49) (-33.73)
4 4 4.70 2.60 7.84 2.37 103.15 13.46 9.73 11.26 12.16
(-16.67) (-58.99) (-33.28) (-39.85) ( 27.74) ( -5.48) (-34.43) ( -0.88) (-34.31)
4 5 1.88 5.63 7.63 6.51 5.63 106.84 4.20 9.95 19.00
(-58.68) (-34.15) (-28.22) (-11.91) (-24.43) ( 27.05) (-33.75) (-34.28) (-18.21)
5 4 0.76 1.92 11.43 6.22 9.08 5.32 115.82 14.74 1.96
(-16.48) (-55.86) (-21.71) (-29.48) (-36.06) (-33.75) ( 21.04) (-17.14) (-34.45)
5 5 1.25 6.29 6.58 6.51 4.82 9.29 7.11 112.74 12.66
(-58.75) ( -9.50) (-33.33) (-36.73) (-23.97) (-35.58) (-31.77) ( 24.49) (-18.27)
5 6 5.58 5.29 3.24 2.65 7.09 10.89 1.01 6.53 124.98
(-18.90) (-33.12) (-36.09) (-32.91) (-36.01) (-32.02) (-36.08) (-32.05) ( 18.72)
(b) T = 140 K
Table 6.7  Constantes de vitesse en désexitation entre les niveaux hyperns assoiées à la transition
j = 4− 3, obtenues dans l'approximation IOS à (b) T = 140 K et (a) T = 50 K. Entre parenthèses sont
indiquées les erreurs relatives par rapport aux onstantes de vitesse CC.
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N2H
+
est l'un des premiers ions moléulaires déteté dans le milieu interstellaire. Cette moléule
est prinipalement présente dans les régions froides, en raison de sa himie de formation, et est don
surtout observée dans les régions de formation d'étoiles. De plus, les observations indiquent qu'elle
permet de diagnostiquer les régions les plus denses des nuages froids où la plupart des moléules
servant habituellement de traeurs sont dépletées à la surfae des grains de poussière : il semble
en eet que la dépletion de N2H
+
se produise plus tardivement que elle de moléules telles que
CO, CS ... . Une raison souvent invoquée an d'expliquer ette disparition plus tardive de la phase
gazeuse est que les moléules azotées posséderaient des énergies de liaison ave les onstituants des
grains de poussière plus faible. Cette hypothèse permet alors de reproduire, via la modélisation de
la himie des nuages froids, le fait que les prols d'abondanes observés pour N2H
+
et CO soient
spatialement antiorrélés. Néanmoins, des mesures en laboratoire ont montré réemment que les
énergies de liaison de N2 et CO sont omparables e qui remet en ause l'hypothèse préédente.
Nous avons vu préédemment que N2H
+
possède une struture hyperne. La présene de ette
struture permet un diagnosti plus préis de la struture des objets observés que la simple obser-
vations de transitions entre niveaux rotationnels. En eet, la transition rotationnelle j = 1 − 0 est
assoiée à 7 transitions hypernes dont les intensités relatives imposent de fortes ontraintes sur
les opaités et températures d'exitation. Ces paramètres qui dénissent les intensités des transi-
tions ontraignent diretement l'abondane, la densité et la température du milieu d'où émerge le
rayonnement.
Jusqu'à présent, l'absene de onstantes de vitesse de ollision onernant la struture hyperne
de N2H
+
a limité l'étude de l'émission de N2H
+
. Au hapitre préédent, le alul de es onstantes
a été présenté et dans e hapitre, il est disuté de leur utilisation dans la modélisation de l'émission
en provenane des nuages froids. En partiulier, il a été rapporté par le passé la présene d'anomalies
d'intensité dans les rapports entre les omposantes hypernes de la transition j = 1 − 0 de N2H+.
L'expliation de es anomalies d'intensité repose ou bien sur la présene de proessus ollisionels
séletifs ou bien sur l'existene de phénomènes liés au transfert de rayonnement. En disposant
de taux de ollision pour la struture hyperne (bien que alulés ave He), il est don possible
d'élairir en partie l'origine de es anomalies d'intensité.
L'étude se base sur les méthodes numériques présentées au hapitre 4. Dans la suite, nous
utiliserons la notation T iex et τi pour nous référer, respetivement, à la température d'exitation et
à l'opaité de la transition hyperne i ≡ jF1F → j′F ′1F ′.
7.1 Traitement de la struture hyperne
7.1.1 Reouvrement en fréquene
Une modélisation orrete du peuplement des niveaux hyperns de N2H
+
doit prendre en ompte
le reouvrement en fréquene entre les transitions hypernes de fréquenes prohes. En eet, un
photon émis par la transition jF1F → j′F ′1F ′ peut interagir ave les moléules dont les états
d'énergie orrespondent à une transition j′′F ′′1 F
′′ → j′′′F ′′′1 F ′′′ diérente. Par l'intermédiaire de et
"éhange" de photons, il s'opère un transfert de population dont l'eaité va dépendre d'une part,
de l'épaisseur optique des transitions radiatives et d'autre part, de leur proximité en fréquene.
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L'étude faite sur HCN par Gónzalez et Cerniharo [15℄ a montré que par l'intermédiaire de es
proessus, on obtient des variations dans la détermination des populations de l'ordre de 10 − 30%
pour les transitions radiatives dont les opaités sont de l'ordre de τ = 1− 20.
Le modèle LVG et le ode nonloal utilisés an de modéliser la struture hyperne prennent en
ompte l'ensemble des transitions radiatives et ollisionnelles possibles entre les niveaux de struture
hyperne. Néanmoins, il ne tiennent pas ompte du reouvrement en fréquene entre les diérentes
transitions. Par omparaison ave les résultats obtenus pour HCN, on s'attend don à e que l'in-
lusion de e phénomène puisse entraîner des variations ∼ qq 10% sur les estimations des opaités
et températures d'exitation. L'estimation exate de l'erreur induite est ependant diile, d'une
part en raison de la omplexité de la struture hyperne de N2H
+
par rapport de elle de HCN, et
d'autre part, ar les opaités des transitions individuelles de N2H
+
et pour les onditions typiques
des nuages froids sont faibles par omparaison à elles renontrées dans le as de HCN. Don, les
résultats présentés par la suite permettent de dégager ertaines onlusions, notamment sur les ef-
fets introduits par la prise en ompte des taux hyperns ou sur les méthodes approhées d'analyse
de l'émission de moléules possédant une struture hyperne, mais une analyse plus quantitative
néessiterait d'inlure le reouvrement en fréquene dans les modèles.
7.1.2 Cas optiquement mine et de l'ETL
Pour une moléule à N niveaux d'énergie, les équations d'équilibre statistique onstituent un
système de N − 1 équations du type de l'équation 3.1. Dans le as d'un système stationnaire, es
N − 1 équations peuvent être érites sous la forme d'une unique équation. Soit, en haque point du
nuage (pour plus de larté, on omet de preiser la dépendane par rapport à la position ~r dans les
expressions qui suivent) :∑
i
∑
k 6=i
[nj (Cki +Rki)− ni (Cik +Rik)] = 0 (7.1)
où i et k réfèrent à l'ensemble des nombres quantiques permettant d'indexer les niveaux d'energie
.-à-d. le nombre quantique j dans le as rotationnel et les nombres quantiques j, F1 et F pour la
struture hyperne de N2H
+
. A partir de ette relation, on voit qu'entre le traitement où l'on inlut
la struture hyperne et elui où seule la struture rotationnelle est prise en ompte, nous avons la
relation :∑
j′
∑
j 6=j′
[
nj
(
Cjj′ +Rjj′
)− n′j (Cj′j +Rj′j)] = (7.2)
∑
j′F ′1F
′
∑
jF1F 6=j′F ′1F
′
[
njF1F
(
CjF1F ;j′F ′1F ′ +RjF1F ;j′F ′1F ′
)
− nj′F ′1F ′
(
Cj′F1F ′;jF1F +Rj′F ′1F ′;jF1F
)]
soit, pour haque transition j → j′ :
nj
(
Cjj′ +Rjj′
)− n′j (Cj′j +Rj′j) = (7.3)∑
F ′1F
′
∑
F1F 6=F ′1F
′
[
njF1F
(
CjF1F ;j′F ′1F ′ +RjF1F ;j′F ′1F ′
)
− nj′F ′1F ′
(
Cj′F1F ′;jF1F +Rj′F ′1F ′;jF1F
)]
Si l'on onsidère l'expression des termes radiatifs Rik donnés par l'équation 3.2, on voit que euxi
dépendent du hamp de rayonnement loal J¯ . Ce hamp de rayonnement est à priori déterminé à
partir des populations des niveaux d'énergie de la moléule dans l'ensemble de la soure. Néanmoins,
si l'on suppose que l'intensité spéique est indépendante de es populations, e qui est vérié dans
le as où les transitions sont optiquement mines, .-à-d. τi ≪ 1, il est possible de relier, par
l'intermédiaire de l'expression 7.3, les populations njF1F des niveaux hyperns aux populations nj
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des niveaux rotationnels. Le prol spetral étant déni suivant 3.6, on obtient alors, en assimilant
les fréquenes des transitions hypernes à la fréquene νjj′ de la transition rotationnelle, que les
prols spetraux sont identiques pour toutes les transitions hypernes. Cei entraîne que le hamp
de rayonnement J¯ devient indépendant des nombres quantiques hyperns. Les termes radiatifs Rik
dénis dans les as rotationnels et hyperns peuvent alors être mis sous la forme :
∀ (j, j′) Rjj′ =
(
∆jj′ +
c2
2hν3jj′
J¯
)(
[j]
[j′]
)1−∆jj′
Aj+1 , j δ|j−j′|,1 (7.4)
RjF1F ;j′F ′1F ′ =
[j]
[F ]
sjF1F→j′F ′1F ′ Rjj′ (7.5)
où ∆jj′ vaut 1 si j > j
′
et 0 dans le as ontraire. Dans la suite, nous allons voir que si es onditions
onernant les termes radiatifs Rik sont remplies, alors les populations des niveaux hyperns dénies
suivant :
njF1F =
[F ]
[jI1I2]
nj (7.6)
sont solutions de l'équation 7.3,
Dans un premier temps, onsidérons séparément les sommations impliquant les populations
njF1F et nj′F ′1F ′ apparaissant dans le seond membre de l'expression 7.3. En remplaçant les popu-
lations njF1F par les populations dénies suivant 7.6, on obtient pour la première sommation du
seond membre l'expression :∑
F ′1F
′
∑
F1F 6=F ′1F
′
[
njF1F
(
CjF1F ;j′F ′1F ′ +RjF1F ;j′F ′1F ′
)]
=
nj
[I1I2]
∑
F ′1F
′
∑
F1F 6=F ′1F
′
(
[F ]
[j]
CjF1F ;j′F ′1F ′ + sjF1F→j′F ′1F ′ Rjj′
)
qui peut ensuite être simpliée à partir de la règle de sommation sur les fores de raie donnée par
5.23. En utilisant de plus la relation 6.32 que l'on applique aux taux de ollision, et en faisant usage
de l'expression 5.22, on obtient nalement :∑
F ′1F
′
∑
F1F 6=F ′1F
′
[
njF1F
(
CjF1F ;j′F ′1F ′ +RjF1F ;j′F ′1F ′
)]
=
nj
[I1I2]

∑
F ′1F
′
[F ′]
[j′]
Cjj′ + [I1I2]Rjj′

 = nj (Cjj′ +Rjj′) (7.7)
Dans un seond temps, on utilise la même proédure pour simplier la deuxième somme du seond
membre de l'expression 7.3. A partir de la relation 6.31, on obtient alors :∑
F ′1F
′
∑
F1F 6=F ′1F
′
[
nj′F ′1F ′(~r)
(
Cj′F ′1F ′;jF1F +Rj′F ′1F ′;jF1F (~r)
)]
= n′j
(
Cj′j +Rj′j
)
(7.8)
Finalement, les égalités 7.7 et 7.8 montrent bien que les populations dénies suivant 7.6 permettent
de vérier l'égalité 7.3 et sont don une solution pour le système de N − 1 équations linéairement
indépendantes représenté par l'équation 7.1. Notons de plus qu'une démonstration similaire peut
être faite dans le as où le peuplement des niveaux d'énergie de la moléule est entièrement dominé
par les ollisions (.-à-d. ∀ (F1, F, F ′1, F ′) CjF1F ;j′F1F ′ ≫ RjF1F ;j′F1F ′) e qui amène à la même
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expression pour les populations des niveaux d'énergie. Ces populations orrespondent don au as
de l'ETL.
A partir de la dénition des températures d'exitation (f. eq. 3.20), on voit alors que lorsque
les populations des niveaux hyperns vérient l'égalité 7.6, on a :
nj′F ′1F ′
njF1F
=
[F ′]
[F ]
[j]
[j′]
n′j
nj
=
[F ′]
[F ]
exp
(
− hνjj′
kBT
jj′
ex
)
(7.9)
où T jj
′
ex est la température d'exitation de la transition rotationnelle. Or, par dénition, les tempé-
ratures d'exitation hypernes T iex sont :
nj′F ′1F ′
njF1F
=
[F ′]
[F ]
exp
(
− hνi
kBT iex
)
(7.10)
On onstate don qu'en assimilant les fréquenes hypernes νi à la fréquene de la transition ro-
tationnelle νjj′ , on obtient une température d'exitation unique pour l'ensemble des transitions
hypernes. De la même manière, si l'on onsidère l'expression du oeient d'absorption donnée
par l'équation 3.18 ainsi que elle des oeients d'Einstein pour le as hypern (f. eq. 5.18 et
5.25), on voit que :
κjF1F ;j′F ′1F ′(ν) =
hνjj′
4π
[
[F ]
[F ′]
nj′F ′1F ′ − njF1F
]
BjF1F :j′F ′1F ′ Φ(ν)
=
hνjj′
4π
[
[j]
[j′]
nj′ − nj
]
Φ(ν)Bj j′︸ ︷︷ ︸
sjF1F→j′F ′1F ′
[I1I2]
κjj′(ν)
(7.11)
Don, on obtient que les oeients d'absorption des transitions hypernes sont proportionnels au
oeient d'absorption κjj′(ν) de la transition rotationnelle. Pour un milieu homogène, les opaités
des transitions hypernes sont don proportionnelles aux fores de raie :
τi = siτ(j − j′)/[I1I2] . Notons qu'à partir de l'expression 7.11 et en rappelant la relation 5.23,
on retrouve bien l'opaité de la transition rotationnelle si l'on somme sur l'ensemble des transitions
hypernes.
Finalement, on voit que lorsque l'on se situe à l'ETL ou lorsque les opaités individuelles des
transitions hypernes sont faibles (.-à-d. τi ≪ 1), les populations des niveaux hyperns sont onnues
à partir des populations des niveaux rotationnels. Dans e as, les transitions hypernes sont ara-
terisées par une température d'exitation unique et les opaités sont proportionnelles aux fores de
raie. Il n'est alors pas néessaire d'inlure la struture hyperne lors de la résolution des équations
d'équilibre statistique.
7.2 Modélisation LVG
La méthode LVG a été presentée à la setion 4.1 et il a été vu que la validité de ette méthode
repose sur la présene de hamps de vitesse importants en omparaison de la largeur du prol spe-
tral. Or, typiquement, la dimension des nuages sombres est de 0.1 p et les gradients de hamp de
vitesse sont de l'ordre de a = 0.1 km s−1 p−1. A la température aratéristique de es régions,
.-à-d. T = 10 K, l'élargissement thermique vaut σT = (2kBT/µ)
1/2 ∼ 210 m s−1. Si l'on onsidère
de plus la omposante turbulente ontribuant à l'élargissement du prol spetral, qui est typique-
ment σturb ∼ 0.1 km s−1, on voit que la ondition de validité de l'approximation LVG, .-à-d.
σ =
√
σ2T + σ
2
turb ≪ a, n'est pas vériée pour N2H+ dans les nuages sombres. On onstate en eet
que pour deux points diamétralement opposés du nuage, le déalage entre les fréquenes entrales
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est de l'ordre de 100 m s
−1
alors que la largeur du prol spetral est σ ∼ 230 m s−1. Les variations
de vitesse entre deux points quelonques de la soure sont don inférieures ou du même ordre que
la largeur du prol spetral.
Par la suite, nous utilisons néanmoins l'approximation LVG an d'eetuer une analyse préli-
minaire des onditions régissant le peuplement des niveaux d'énergie de la moléule, et ei, pour
plusieurs raisons. Tout d'abord, l'approximation LVG donne des résultats satisfaisant malgré que
l'on soit hors de son domaine d'appliabilité, si l'on traite de transitions optiquement mines. En
eet, si le ouplage radiatif est faible entre les diérentes régions du nuage, le problème redevient
"loal". Ensuite, et ei onstitue la motivation prinipale quant à l'utilisation de ette méthode,
l'approximation LVG autorise une analyse exhaustive des onditions d'exitation des moléules. En
eet, les temps de alul sont susamment faibles pour que l'on puisse eetuer des grilles de points
ouvrant les domaines des paramètres inuant sur l'émission de la moléule, .-à-d. la température,
la densité de H2 et la olonne densité de la moléule. Néanmoins et ompte tenu de e qui a été
dit préédemment, l'utilisation de ette méthode ne permet qu'une analyse qualitative et n'amène
en auun as à une desription préise des objets observés, néessaire à l'interprétation de données
observationnelles.
7.2.1 Struture rotationnelle : inuene des taux de ollision
Jusqu'à présent, les seules onstantes de vitesse de ollision disponibles pour N2H
+
onernaient
la struture rotationnelle de la moléule [18℄. A la setion 6.2, les taux rotationnels alulés par
Green [18℄ à partir d'une surfae d'energie potentiel SCF ont été omparés aux taux réemment
alulés à partir d'une surfae CCSD(T). Comme disuté aux soussetions 6.2.3 et 6.2.4, les éarts
entre les deux jeux de taux proviennent à la fois de la SEP et de la tronature de la base rotationnelle
utilisée lors du alul des setions eaes. On onstate alors que globalement, les diérenes entre
les taux augmentent ave j et ∆j.
La Figure 7.1 présente les opaités et températures d'exitation obtenues ave les deux jeux
de taux de ollision pour un milieu de température T = 10 K. Les densités de olonne de N2H
+
sont xées à N(N2H
+
) = 1012 et 1013 m−2/(km s−1 p−1). On onstate que les résultats sont peu
diérents ave des éarts de l'ordre de 10−20%. An de disuter l'origine de es éarts, on introduit
la notion de densité ritique.
Si pour une moléule, on ne onsidère que deux niveaux d'énergie, l'équation d'équilibre statis-
tique 3.1 s'exprime, en utilisant de plus les relations 3.2 et 3.3 :
n0
[
n(H2)C01 +B01J¯
]
= n1
[
n(H2)C10 +A10 +B10J¯
]
⇒ n1
n0
=
g1
g0
[
exp
(
− hν10
kBTK
)
+
c2
2hν310
A10
n(H2)C10
J¯
]/[
1 +
A10
n(H2)C10
(
1 +
c2
2hν310
J¯
)]
=
g1
g0
exp
(
− hν10
kBTex
)
(7.12)
En adoptant la notation en température de brillane pour le hamp de rayonnement moyen
(f. eq. 3.22), soit T
∗
B = c
2/(2hν310)J¯ et en dénissant nc = A10/C10, on obtient pour la température
d'exitation :
Tex = −hν10
kB
[
ln
{[
exp
(
− hν10
kBTK
)
+
nc
n(H2)
T
∗
B
]/[
1 +
nc
n(H2)
(
1 + T
∗
B
)]}]−1
(7.13)
Sur la Figure 7.2, on ompare plusieurs températures d'exitation obtenues ave e modèle simple
pour lesquelles on fait varier la densité ritique. L'appliation numérique est faite en utilisant les
paramètres de la transition j = 1 − 0 de N2H+, .-à-d. ν10 = 93.173 GHz et A10 = 3.66 10−5
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Figure 7.1  Températures d'exitation et opaités des transitions rotationnelles j = 1 − 0, 2 − 1 et
3− 2 obtenues à partir des surfaes SCF (traits interrompus) et CCSD(T) (traits pleins) pour un nuage
à T = 10 K et pour des densités de olonne de N2H
+
de 1012 (olonne gauhe) et 1013 m−2/(km s−1
p
−1
).
Figure 7.2  Températures d'exitation pour une moléule "virtuelle" à deux niveaux d'énergie. Les
températures d'exitation sont obtenues à partir de l'expression 7.13 dans laquelle on fait varier la densité
ritique nc.
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s
−1
(f. eq. 5.25). Le taux en désexitation C10 pour les ollisions ave He vaut, à T = 10 K,
C10 = 1.15 10
−10
m
3
s
−1
(f. Table 6 de l'Annexe G.2). Ce taux est multiplié par un
fateur ∼ 1.4 pour tenir ompte du fait que dans les nuages froids, le partenaire prinipal de
ollision est H2. Ave es paramètres, on trouve que la densité ritique de la transition j = 1− 0 est
nc = 2.2 10
5
m
−3
. La valeur de T
∗
B est dénie en onsidérant uniquement le rayonnement de fond
osmologique et est donné par la fontion de Plank (f. eq. 3.21) pour une température de 2.7 K.
On onstate à partir de la Figure 7.2 que la densité ritique dénit, globalement, le domaine de
densité pour lequel on obtient la transition entre un peuplement à l'ETL (soit
n(H2) & 10
8
m
−3
dans et example) et un peuplement onditionné par le hamp de rayonnement
environnant (n(H2) . 10
4
m
−3
). Autrement dit, une augmentation (diminution) de la densité
ritique entraîne que la thermalisation du peuplement s'eetue pour une densité de ollisionneur
plus (moins) importante. Dans un traitement moins simpliste, on onserve ette notion de densité
ritique omme étant la densité intermédiaire entre un peuplement à l'ETL et un peuplement régit
par le hamp de rayonnement environnant. Néanmoins, sa dénition néessite la prise en ompte de
l'ensemble des transitions radiatives et ollisionnelles possibles vers un niveau d'énergie donné. En
première approximation, on peut ependant assimiler la densité ritique au terme dénit préédem-
ment.
En se référant à nouveau à la Figure 7.1, on onstate que les variations obtenues entre les deux
jeux de taux de ollision peuvent être omprises en onsidérant les densités ritiques. La table 6
de l'Annexe G.2 ompare les taux à T = 10 K obtenus ave la surfae CCSD(T) par rapport aux
taux alulés ave la surfae SCF [18℄. Comme dit auparavant, les taux CCSD(T) sont globalement
supérieurs aux taux SCF et ei, pour l'ensemble des transitions. En partiulier, on obtient des
variations relatives de 22%, −1% et 16% pour les transitions j = 1 − 0, j = 2 − 1 et j = 3 − 2.
Don, en première approximation, on obtient que les densités ritiques des transitions j = 1− 0 et
j = 3 − 2, alulées à partir des taux CCSD(T), sont ∼ 22% et 16% plus faibles que les densités
ritiques alulées à partir des taux SCF. En revanhe, les densités ritiques de la transition j = 2−1
sont similaires pour les deux jeux de taux ollisions. Cei permet d'expliquer le omportement des
températures d'exitation représentés sur la Figure 7.1 où l'on voit que les transitions j = 1− 0 et
j = 3−2 se thermalisent à des densités plus faibles ave les taux CCSD(T) alors que les températures
d'exitation obtenues pour la transition j = 2− 1 sont globalement identiques.
7.2.2 Struture rotationnelle : opaité des transitions
Dans un premier temps, nous nous sommes intéressé aux eets introduits par la prise en ompte
de la struture hyperne sur le peuplement des niveaux de la moléule en omparant les résultats
ave eux que l'on obtient lors d'un traitement où seuls les niveaux rotationnels de la moléule sont
pris en ompte. Nous avons don onsidéré le as de trois moléules : HCl, HCN et N2H
+
.
La Figure 7.3 présente les rapports entre les opaités des transitions rotationnelles obtenues ave
ou sans prise en ompte de la struture hyperne, pour les transitions j = 1−0, j = 2−1 et j = 3−2.
Ce rapport est noté Rτ (j− j′) = τ(j− j′)/τR(j− j′) où τ(j− j′) = Σiτi est l'opaité obtenue dans le
traitement hypern par sommation sur l'ensemble des transitions hypernes onnetant les niveaux
j et j′, et où τR(j − j′) est l'opaité obtenue dans le traitement où seule la struture rotationnelle
est onsidérée.
Pour le domaine d'opaité τ(1−0) ∼ 0.1100, la Figure 7.3 permet de distinguer deux domaines
dans la détermination de Rτ (j − j′). On onstate tout d'abord que pour les densités prohes de la
densité ritique de la transition, nous avons Rτ 6= 1. Ensuite, et omme attendu d'après les arguments
présentés à la setion 7.1.2, on voit que dans les onditions de l'ETL on obtient Rτ = 1 et que les
éarts observés autour de nc sont d'autant plus importants que les opaités τ(j− j′) des transitions
augmentent. De plus, on remarque que Rτ = 1 lorsque la densité de H2 devient susamment faible.
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Figure 7.3  Rapports Rτ (j − j′) entre les opaités obtenues dans un traitement inluant la struture
hyperne et un traitement ne onsidérant que la struture rotationnelle pour les transitions j = 1 − 0
(noir), j = 2 − 1 (rouge) et j = 3 − 2 (bleu) de N2H+ (olonne de gauhe), HCN (olonne entrale)
et HCl (olonne de droite). Pour haque moléule la densité de olonne est ajustée an qu'à T = 10 K,
les opaités de la transition j = 1− 0 soient τ(1− 0) ∼ 0.1, 1, 10 et 100. Les densités de olonne sont
respetivement : N(N2H
+
) ≃ 2.2 1011, 2.3 1012, 2.5 1013 et 2.0 1014 m−2/(km s−1 p−1) ; N(HCN) ≃
3.7 1011, 3.0 1012, 2.5 1013, et 3.4 1014 m−2/(km s−1 p−1) ; N(HCl) ≃ 8.5 1011, 6.9 1012, 7.3 1013 et
7.7 1014 m−2/(km s−1 p−1)
Rappelons que les aluls sont ii eetués pour une densité de olonne onstante et que la limite
des faibles densités de H2 orrespond à des densités volumiques importantes des moléules. Pour une
densité de olonne donnée, on obtient don que les opaités sont plus élevées à basse densité de H2
qu'à haute densité de H2 (f. Figure 7 de l'Annexe G.3). Néanmoins, malgré la plus forte opaité et la
faible densité de H2 (on se situe alors hors du domaine de validité pour les simpliations présentées
à la setion 7.1.2), on onstate que l'on a Rτ = 1 e qui implique que les opaités des transitions
hypernes sont proportionnelles aux fores de raie. En fait, dans e as, le peuplement des moléules
est uniquement régit par le hamp de rayonnement du fond osmologique. L'équilibre ave e hamp
de rayonnement entraîne que les températures d'exitation valent 2.7 K, dans l'ensemble du nuage
et pour l'ensemble des transitions. On voit don que la reiproque de la demonstration de la setion
7.1.2 est vraie, .-à-d. que lorsque l'on a une température d'exitation unique pour l'ensemble des
transitions hypernes, alors les populations des niveaux hyperns sont données par l'expression 7.6.
Si n(H2) ∼ Ajj′/Cjj′ , les proessus ollisionnels et radiatifs entrent en ompétition dans la
détermination du peuplement des niveaux d'énergie. La Figure 7.3 montre que dans e as, le
peuplement des niveaux d'énergie élevée est moins eae lorsque l'on prend en ompte la struture
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hyperne. Ainsi, pour HCN et N2H
+
, le traitement purement rotationnel tend à sousestimer la
population du niveau fondamental j = 0 e qui entraîne que dans e as, on détermine pour la
transition j = 1− 0 une opaité qui est inférieure au as hypern et on a alors Rτ > 1. On onstate
de même que dans un traitement rotationnel, le peuplement du niveau j = 3 est surestimé amenant
à Rτ (3 − 2) < 1. On voit aussi que pour es deux moléules, les éarts entre les deux traitements
sont de l'ordre 20% lorsque τ ∼ 1 et augmentent jusqu'à 100% lorsque τ ∼ 100. Dans le as de
HCl, on voit que pour l'ensemble des transitions, la seule onsidération de la struture rotationnelle
amène à une surestimation de l'opaité des transitions j = 2− 1 et 3− 2 alors que les opaités de
la transition j = 1− 0 sont similaires dans les deux traitements.
Cei se omprend en examinant les valeurs prises par les oeients d'Einstein et par les taux
de ollision. Dans le as hypern, es quantités ont des magnitudes similaires aux valeurs du as
rotationnel. Cei entraîne que globalement, le nombre de désexitations radiatives ou par ollision va
être supérieur dans le traitement hypern par omparaison au traitement rotationnel, d'où la plus
faible eaité du peuplement des niveaux d'énergie élevée lorsque l'on inlut la struture hyperne.
La diérene de omportement observée pour HCl par rapport à HCN et N2H
+
s'explique
en onsidérant les valeurs prises par les onstantes de rotation de es moléules. La onstante de
rotation de HCl, .-à-d. B ∼ 313.0 GHz est plus importante que elles de HCN et N2H+ qui valent
respetivement 44.3 GHz et 46.6 GHz. Or, de manière approximative et si l'on onsidère que le
peuplement des moléules est uniquement dû aux ollisions, on obtient que le nombre de niveaux
rotationnels aessibles est de l'ordre de ∼ kBT/(hB). Don, pour HCl et à T = 10 K, la majorité
des moléules se trouvent être dans le niveau fondamental j = 0, et ei que l'on inlut ou non la
struture hyperne dans le alul des populations. Cei e réperute par l'obtention d'un rapport
Rτ (1 − 0) ≃ 1. Notons que pour les transitions j = 2 − 1 et j = 3− 2, les éarts obtenus entre les
estimations d'opaité portent sur des opaités plusieurs ordres de grandeur inférieures à l'opaité
de la transition j = 1− 0. En revanhe, pour HCN et N2H+, les premiers niveaux rotationnels sont
susamment bas en énergie pour qu'ils puissent être peuplés à basse température.
7.2.3 Caratérisation des eets nonETL
An de disuter les rapports d'intensité entre les transitions hypernes, il est ommode de dénir
une température d'exitation moyenne Tave, à partir des températures d'exitation individuelles T
i
ex.
On utilisera de plus la température Tave an de dénir "l'approximation ETL" : on aratérise alors
l'ensemble des transitions hypernes par la température d'exitation Tave et on assume que les
opaités sont proportionnelles aux fores de raie (f. setion 7.1.2).
An de dénir Tave on se base sur les expressions des fontions soures 3.28 et 3.21, respetive-
ment obtenues dans les traitements ave et sans reouvrement en fréquene. En prenant les fontions
soures dans le système d'unité des températures de brillane (f. eq. 3.22), on a :
hνjj′
kB
[
exp
(
hνjj′
kBTave
)
− 1
]−1
=
1
κ(ν)
∑
i
κi(ν)Jνi(T
i
ex) (7.14)
ave Jν(T ) =
c2
2kBν2
Bν(T ) (7.15)
où la sommation porte, d'après la dénition, sur l'ensemble des transitions hypernes dont les
fréquenes au repos sont susamment prohes pour que les prols spetraux se reouvrent. Dans
le as présent, on dénit la température moyenne Tave en étendant la sommation à l'ensemble des
transitions hypernes présentes au sein d'une transition rotationnelle donnée. On se plae de plus
dans le as partiulier où le milieu est homogène et pour lequel on a τi(ν) = κi(ν)D où D est
l'épaisseur du milieu traversé et on fait l'hypothèse que toutes le transitions hypernes ont le même
prol spetral, soit Φi(ν) ≡ Φ(ν), e qui revient à assimiler νi ∼ νjj′.
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Figure 7.4  Rapports entre les températures d'exitation T iex et les opaités τi , obtenues dans l'approxi-
mation LVG, et les mêmes quantités obtenues dans l'approximation ETL. Le alul est eetué à T = 10
K pour des densités de olonne de N2H
+
de 3.9 10
12
(gauhe), 2.5 10
13
(entre) et 2.0 10
14
m
−2
/(km
s
−1
p
−1
) (droite), pour lesquelles les variations de l'opaité sont respetivement de ∆τ(1−0) ∈ [0.43℄,
[318℄ et [21146℄.
En posant : T0 = hνjj′/kB , on obtient à partir de 7.14 l'expression utilisée pour la température
moyenne Tave :
T0
[
exp
(
T0
Tave
)
− 1
]−1
=
1
τ
∑
i
τiJνi(T
i
ex)
⇒ Tave = T0
/
ln
[
1 +
T0 τ∑
i τi Jνi(T
i
ex)
]
(7.16)
Cette expression est aussi utilisée pour dénir les températures d'exitation hypernes de la
transition j = 1− 0. Comme il a été dit à la setion 5.2, il existe 15 transitions hypernes assoiées
à la transition rotationnelle j = 1 − 0. Cependant, sur es 15 transitions, il n'y a que 7 fréquenes
de transitions qui soient spetrosopiquement disernables. Or, la modélisation LVG n'inlut pas
le reouvrement en fréquene et les 15 transitions hypernes dans j = 1 − 0 sont don onsidérées
omme indépendantes. On utilise alors la formule 7.16 pour dénir les températures d'exitation
des 7 groupes de transitions et ellesi sont alors obtenues en sommant sur les transitions de même
fréquene.
La Figure 7.4 présente les rapports entre les températures T iex et Tave pour les transitions hy-
pernes assoiées à la transition j = 1− 0. Cette gure montre aussi les rapports entre les opaités
hypernes et l'opaité totale τ(1− 0). A partir de ette gure, on onstate que les variations entre
les aluls LVG et l'approximation ETL sont importantes pour les densités de olonne telles que
τ(1 − 0) & 10. Pour de plus faibles valeurs de l'opaité, les variations sont alors inférieures ou
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de l'ordre de quelques pourents. De plus, on notera que les eets nonETL tendent à réduire les
éarts d'opaité entre les transitions hypernes les plus optiquement épaisses et les transitions les
plus mines. En eet, en rappelant l'expression 5.21, on voit que dans l'approximation ETL, les
opaités des 7 groupes de transitions hypernes sont proportionnelles aux poids statistiques [F ].
Or, sur la Figure 7.4, on voit que l'opaité de la transition la plus optiquement épaisse, .-à-d.
jF1F = 123− 012, est plus faible dans l'approximation LVG que prédite par l'approximation ETL.
Les aluls LVG montrent de plus que les opaités des transitions les plus optiquement mines,
.-à-d. jF1F = 110 − 011 et 121− 011 sont plus importantes que elles données à l'ETL. Don, les
aluls LVG indiquent que par omparaison ave l'approximation ETL, les températures d'exitation
et les opaités sont telles que :
 pour jF1F = 123 − 012 : T iex > Tave et τi < siτ(1− 0)
 pour les transitions de nombre quantique initial F=2 : T iex ∼ Tave et τi ∼ siτ(1− 0)
 pour les transitions de nombre quantique initial F=1 ou F=0 : T iex < Tave et τi > siτ(1− 0)
Notons de plus que les variations des températures d'exitation et des opaités sont antiorrélées,
.-à-d. qu'une augmentation (diminution) de T iex s'aompagne d'une diminution (augmentation) de
l'opaité τi.
7.2.4 Rapports d'intensité entre les transitions hypernes
Les aluls LVG montrent qu'il existe deux domaines dans l'estimation des valeurs de T
i
ex. En
eet, les développements eetués dans les setions préédentes montrent que tant que l'intensité
spéique est indépendante des populations des niveaux d'énergie (.-à-d. τi ≪ 1), ou bien lorsque
la densité de H2 et telle que n(H2) ≫ nc ou n(H2) ≪ nc, les populations des niveaux hyperns
sont proportionnelles aux populations totales des niveaux rotationnels. Cei entraîne que les tran-
sitions hypernes sont dérites ave une température d'exitation unique et que leurs opaités sont
proportionnelles aux fores de raie.
Dans l'approximation ETL, où l'on assume que toutes les transitions hypernes ont des tempéra-
tures d'exitation identiques, les rapports de températures de brillane varient de manière monotone
ave l'opaité de la transition rotationnelle :
T i∗B − T ∗bg
T j∗B − T ∗bg
=
1− e−τi
1− e−τj (7.17)
où T ∗bg est la température de brillane du rayonnement d'arrière plan (le fond dius osmologique
dans le as présent). Dans le as optiquement mine, e rapport est alors donné par les poids
statistique des niveaux de départ, et dans le as où l'opaité est grande, e rapport vaut 1.
La Figure 7.5 ompare les rapports des températures de brillane obtenus à partir des al-
uls LVG ave eux de l'approximation ETL dénie à la setion préédente, pour 3 transitions de
nombres quantiques F = 0, 1 et 2 par rapport à la transition la plus optiquement épaisse, .-à-d.
jF1F = 123 − 012. Comme souligné préédemment, les eets nonETL se traduisent par une aug-
mentation de la température d'exitation de la transition 123 − 012 qui est aompagnée d'une
diminution de l'opaité de ette transition. On notera de plus sur la Figure 7.5 que les variations
relatives des opaités et des températures d'exitation sont similaires (.-à-d. que pour une tran-
sition donnée, une augmentation de X% de l'opaité s'aompagne d'une diminution de ∼ X%
de la température d'exitation). Comme pour des opaités modérées ou grandes, la température
de brillane est prinipalement sensible aux variations de la température d'exitation
1
on voit que
les eets nonETL induisent, pour la transition 123 − 012 une augmentation de la température de
brillane. En ontrepartie, les températures de brillane des transitions depuis F = 0 ou F = 1
1
A partir de la relation 3.22, on voit que la sensibilité de la température de brillane par rapport aux variations
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Figure 7.5  Rapports de températures de brillane de 3 transitions hypernes dans j = 1 − 0 dont
les nombres quantiques initiaux F valent respetivement F = 0, 1 et 2, par rapport à la transition
jF1F = 123−012. Les rapports obtenus dans l'approximation LVG sont représentés en traits pleins et eux
obtenus dans l'approximation ETL en traits interrompus. Notons que les isoontours de l'approximation
ETL orrespondent à une valeur donnée de l'opaité totale τ(1−0). Ces rapports sont obtenus en faisant
varier la densité de H2 et la densité de olonne de N2H
+
.
vont être plus faibles que dans l'approximation ETL. Don, pour une densité de H2 et pour une
densité de olonne de N2H
+
données, on obtient, dans le alul LVG, un rapport de températures de
brillanes inférieur à elui obtenu dans l'approximation à l'ETL (f. Figure 7.4). Cei implique que
si l'on utilise ette dernière approximation an de aratériser l'émission observée dans une soure
astrophysique, et si l'on se base sur les rapports entre les transitions hypernes de j = 1− 0, on va
tendre à sousestimer la densité de olonne de N2H
+
. Dans la suite, le as onret du nuage L1517B
est envisagé dans le adre de es deux approximations.
de Texc et τ est :
∂TB
∂Texc
.∂TB
∂τ
=
eτ − 1
τ
1
Texc
→
τ→∞
∞ (7.18)
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7.2.5 Analyse LVG/ETL de l'émission observée dans L1517B
An d'illustrer la manière dont se ompare l'analyse ETL par rapport à une modélisation LVG,
nous utilisons la méthode HFS de CLASS
2
. Cette méthode étant basée sur l'approximation ETL,
elle permet de déterminer, d'une part, une température d'exitation pour l'ensemble des transitions
hypernes assoiées à une transition rotationnelle j → j′, et d'autre part, l'opaité totale de la
transition rotationnelle. Nous utilisons ette proédure an de omparer les deux approximations
ar la méthode HFS est ouramment utilisée an d'interpréter les données observationnelles de
N2H
+
.
Figure 7.6  Rapports de températures de brillane en fontion de la densité de olonne de N2H
+
et
de la densité de H2, alulés à partir des approximations LVG (traits pleins) et ETL (traits disontinus).
Pour haque transition hyperne dans j = 1 − 0, la valeur observée RT dans L1517B est indiquée (f.
setion 7.4.1) et pour haque panneau, les ontours valent RT -0.2, RT -0.1, RT+0.1 et RT+0.2, et la
zone grisée indique les rapports dont les valeurs sont omprises dans l'intervalle [RT − 0.1, RT + 0.1].
Sur la Figure 7.6 sont présentés les rapports RT = T
∗
B(jF1F − j′F ′1F ′)/T ∗B(123 − 012) des
6 transitions hypernes assoiées à la transition j = 1 − 0 et de nombres quantiques initiaux
F=0, 1 et 2, par rapport à la transition de plus grande opaité, .-à-d. jF1F = 123 − 012. Pour
2
Forveille T., Guilloteau S. et Luas R., 1989, CLASS Manual (Grenoble : IRAM)
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haune des transitions, les ontours sont traés en fontion du rapport RT déterminé à partir
de l'émission observée dans L1517B (f. setion 7.4.1). Un examen rapide des ratios obtenus dans
l'approximation ETL montre que euxi ne permettent pas de déterminer de région dans le plan
[n(H2),N(N2H
+
)℄ pour laquelle les ontraintes imposées par les observations seraient vériées simul-
tanément pour les 6 rapports. Par exemple, il sut de onstater que les régions délimitées par les
rapports impliquant les transitions 110−011 et 112−012 ne oïnident pas. De plus, on remarquera
que pour les transitions 121− 011, 112− 012 et 122− 011 le rapport RT déduit des observations est
prohe de la limite inférieure prédite à l'ETL et obtenue dans le as optiquement mine. Ces limites
sont de 0.43 pour les transitions depuis F = 1 et de 0.71 pour elles depuis F = 2. Or, omme
vu préédemment (f. Figure 7.4), on trouve dans l'approximation LVG des rapports pouvant être
inférieurs aux limites prédites à l'ETL. Cei entraîne que, d'une part, il est en général impossible
d'ajuster l'ensemble des rapports observés à partir de l'approximation ETL, et que d'autre part,
l'ajustement va tendre à sous-estimer l'opaité totale de la transition rotationnelle.
Figure 7.7  Zone du plan
[n(H2),N(N2H
+
)℄ délimitée par les
ontours de la Figure 7.6. Les limites
sont imposées par les transitions 110-011
(noir), 112-012 (vert) et 101-012 (bleu),
les autres transitions n'imposant pas de
ontraintes supplémentaires. La zone "so-
lution" orrespond au domaine d'opaité :
10 < τ(1− 0) < 40.
Figure 7.8  Modélisation de la transition j = 1 − 0
observée dans L1517B, à partir de la méthode HFS de
CLASS. L'opaité déterminée est τ(1− 0) = 8.9± 0.8 et
la température d'exitation Tex = 4.3K.
La Figure 7.7 représente la région du plan [n(H2),N(N2H
+
)℄, délimitée par les ontours RT −0.1
et RT + 0.1 pour les transitions 110 − 011, 112 − 012 et 101 − 012. Les régions délimitées par
les autres transitions ne sont pas indiquées ar elles n'imposent pas de ontraintes supplémen-
taires. Cette gure indique aussi les ontours orrespondant aux opaités totales τ(1 − 0) = 10
et 40, délimitant la région pour laquelle on obtient des solutions pour l'ensemble des rapports de
température de brillane. La région solution orrespond à un milieu dont la densité de H2 est :
4 104 < n(H2) < 10
5
m
−3
et, en assumant de plus que le nuage possède un gradient de vitesse
∂Vz/∂z = 0.1 km s
−1
p
−1
, on obtient que la densité de olonne de N2H
+
vérie :
3 1012 < N(N2H
+
) < 2 1013 m−2. Finalement, si on assume que le diamètre du nuage est de
0.24 p (e qui orrespond à un diamètre angulaire de 6' à 140 p, f. setion 7.4.1) et que l'on
onsidère une densité moyenne de 7 104 m−3, on obtient que l'abondane de la moléule est om-
prise entre : 6 10−11 < X(N2H
+
) < 4 10−10.
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An de omparer les résultats obtenus à partir de la méthode HFS à eux obtenus par l'analyse
LVG, il est néessaire de relier l'opaité τ(1− 0) à la densité de olonne N(N2H+). En assumant un
nuage de densité uniforme, l'opaité totale est donnée par (f. eq. 3.18) :
τ(i− j) = D × hνij
4π
[njBji − niBij]×
∫
ν
Φij(ν)dν (7.19)
où D est la longueur le long de la ligne de visée sur laquelle la moléule est abondante. De plus,
pour un peuplement à l'ETL, les populations des niveaux d'énergie sont dénies par rapport à la
statistique de Boltzmann et il est alors possible de relier la population d'un niveau i à la densité
volumique totale ntot de la moléule, soit :
ni =
ntot
Z
gi exp
(
− Ei
kBTK
)
ave Z =
∑
i
gi exp
(
− Ei
kBTK
)
(7.20)
où Z est la fontion de partition. Soit, en utilisant de plus les relations 3.3 et 3.20, on obtient pour
l'opaité de la transition i→ j :
τ(i− j) = hνij
4π
1
Z
gj exp
(
− Ej
kBTK
)[
1− exp
(
− hνij
kBT
ij
ex
)]
gi
gj
c2
2hν3ij
Aij ntotD (7.21)
où la densité de olonne de la moléule, donnée par N = ntotD dans le as d'un nuage uniforme
s'exprime don suivant :
N =
8πν2ij
c2giAij
Z
exp
(
− Ej
kBTK
) [1− exp(− hνij
kBT
ij
ex
)]−1
× τ(i− j) (7.22)
Notons que ette formule permet de déterminer des olonnes densités onsistantes ave elles
de l'analyse LVG, dans la mesure où l'on utilise la température d'exitation Tave et l'opaité totale
τ(1 − 0) issues du alul LVG. Par exemple, à partir de la gure 7 de l'Annexe G.3, on voit que
pour une opaité τ(1 − 0) ∼ 10, on a Tave ∼ 6 K pour une densité n(H2) ∼ 105 m−3. On ob-
tient alors à partir de la formule 7.22 une densité de olonne de 2 1012 m−2 e qui est omparable
à la limite inférieure déterminée dans l'analyse LVG. De la même manière, pour τ(1 − 0) ∼ 40,
n(H2) ∼ 104.5 m−3 et Tave ∼ 5 K, on détermine N(N2H+) = 7 1012 m−2. L'éart par rapport à la
valeur supérieure de l'analyse LVG est dans e as d'un fateur ∼ 5. Notons qu'une soure impor-
tante d'erreur a été introduite dans l'expression 7.22 en assumant que les populations des niveaux
d'énergie se distribuent suivant la statistique de Boltzmann et l'éart par rapport à l'analyse LVG
est prinipalement dû à ette assomption.
La Figure 7.8 présente le spetre de la transition j = 1 − 0 observé dans L1517B ainsi que le
spetre modélisé à partir de la méthode HFS de CLASS. Cette modélisation amène à déterminer
que la température d'exitation dérivant les transitions hypernes est Tex = 4.3 K et que l'opaité
de la transition rotationnelle est τ(1 − 0) = 8.9 ± 0.8. A partir de la relation 7.22 et en assumant
pour la température T = 10 K, on détermine une densité de olonne N(N2H
+
) = 1.5 1012 m−2.
Cette densité de olonne est un fateur ∼ 2 inférieure à la limite basse déterminée lors de l'analyse
LVG.
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7.3 Modélisation nonloale
A la setion préédente, il a été mis en avant l'importane de traiter expliitement la struture
hyperne lors de la détermination des populations des niveaux d'énergie de N2H
+
. En partiulier,
il a été vu que pour des densités prohes de la densité ritique et lorsque l'opaité des transitions
devient susante, l'inuene des eets nonETL doit être onsidérée. La prise en ompte de es
eets est d'autant plus importante que les opaités des transitions augmentent et des éarts onsi-
dérables par rapport à l'approximation ETL apparaissent lorsque le hamp de rayonnement devient
susamment intense pour que le peuplement soit regit à la fois par les proessus radiatifs et ol-
lisionnels. Néanmoins, l'approximation LVG ne rend ompte qu'approximativement de l'inuene
du hamp de rayonnement, eluii n'étant alors determiné que par la onsidération des propriétés
loales du gaz. Dans la suite, on s'interesse dans un premier temps à la aratérisation des eets
nonloaux et dans un seond temps, à l'analyse de l'émission en provenane de nuages sombres.
On utilise pour ela le ode développé par J. Cerniharo et dérit à la setion 4.2.
7.3.1 Couplage radiatif
An de mettre en évidene l'eet introduit par le ouplage radiatif entre les diérentes régions
du nuage, on onsidère l'exemple d'un nuage uniforme pour lequel on fait varier l'abondane de
N2H
+
. On visualise ainsi l'eet introduit lors de la transition entre le as optiquement mine (.-à-
d. τ(1− 0) < 1) et un as optiquement épais (τ(1 − 0) > 1).
La Figure 7.9 présente les résultats d'une modélisation nonloale, pour un nuage de tempéra-
ture T = 10 K dont le diamètre angulaire est de 360" à 140 p et dont la densité est uniforme et
vaut n(H2) = 10
5
m
−3
. Les températures d'exitation et les opaités des 7 transitions hypernes
de j = 1− 0 sont présentées pour les abondanes X(N2H+)=3 10−12, 3 10−11 et 3 10−10. Ces abon-
danes orrespondent respetivement à des densités de olonne, le long du diamètre de la sphère,
de 2.2 1011, 2.2 1012 et 2.3 1011 m−2. Pour e modèle, le hamp de vitesse orrespond à un nuage
en eondrement : la dépendane du hamp de vitesse par rapport au rayon du nuage est linéaire et
le gradient de vitesse adopté est de 0.1 km s
−1
p
−1
.
L'eet introduit par le ouplage radiatif entre les diérentes régions du nuage est évident lorsque
l'on onsidère le omportement des températures d'exitation. Pour une abondane
X(N2H
+
) = 3 10−12 pour laquelle on se situe dans un as optiquement mine, on onstate que
les températures d'exitation ne varient pas ave le rayon du nuage. En revanhe, lorsque l'abon-
dane augmente, on voit que d'une part, il apparaît une diéreniation des températures d'exitation
hypernes (e qui était attendu d'après les résultats de la modélisation LVG), et que d'autre part,
ellesi varient en fontion du rayon. Ces variations en fontions du rayon sont dues à des eets
nonloaux : pour les lieux de la sphère orrespondant à un rayon R qui est prohe du rayon Rmax
du nuage, le hamp de rayonnement moyen J¯ est moins intense que dans la région entrale du nuage.
En eet, en R = 0, le hamp de rayonnement est augmenté par l'émission des moleules de l'en-
semble du nuage qui provient alors de 4π stéradian. En revanhe, lorsque R = Rmax, l'angle solide
dans lequel arrivent les photons émis par les moléules n'est que de 2π stéradian. Cei entraîne que
le "pompage radiatif" est plus eae au entre du nuage que sur le bord, e qui se traduit par une
diminution des températures d'exitation ave le rayon.
Cette variation de la température d'exitation ave le rayon a des onséquenes importantes sur
l'émission observée dans les nuages. Sur la Figure 7.9, on voit que pour X(N2H
+
) = 3 10−10, les
températures d'exitation onnaissent des variations allant de 0.2 à 1.5 K entre le entre et le bord
du nuage. L'importane de es variations dépend de l'opaité des transitions : sur la Figure 7.9, on
onstate que les variations les plus importantes sont obtenues pour les transitions les plus optique-
ment épaisses, .-à-d. jF1F = 123 − 012, 112 − 012 et 122 − 011. Pour es transitions, le pompage
radiatif est plus eae.
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Figure 7.9  Températures d'exitation (gure de gauhe) et opaités (3 panneaux de droite) des transi-
tions hypernes de j = 1−0 en fontion du rayon. Le diamètre angulaire du nuage est de 360" et eluii
est situé à une distane de 140 p. La température du gaz est T = 10 K, la densité est n(H2) = 10
5
m
−3
et l'abondane de N2H
+
est suesivement xée à X(N2H
+
)=3 10−12, 3 10−11 et 3 10−10.
Cei a une onséquene importante sur le prol émergeant des transitions. Dès lors que l'opaité
est susante, on obtient que l'émission est réduite par un eet d'autoabsorption induit par la
diminution des températures d'exitation dans les régions externes du nuage. Cet eet va être ressenti
diéremment par les transitions hypernes de j = 1− 0 en raison des éarts d'opaité qui existent
entre elles. Rappelons qu'entre la transition la plus optiquement mine, .-à-d. jF1F = 110 − 011,
et la transition la plus optiquement épaisse, .-à-d. jF1F = 123 − 012, l'éart d'opaité est environ
d'un fateur 7. Finalement, on verra par la suite que dans le as des onditions typiques pour les
nuages sombres, les transitions les plus optiquement épaisses, .-à-d. depuis F = 3 et F = 2, sont
inuenées par et eet d'autoabsorption alors que les transitions depuis F = 1 et F = 0 ne sont
que très peu inuenées.
7.3.2 Struture en densité
L'eet d'autoabsorption est renforé lorsqu'il existe une struture en densité dans l'objet ob-
servé. Sur la Figure 7.10, est presenté le prol émergeant de la transition j = 1 − 0, pour la ligne
de visée entrale, orrespondant à un modèle où le nuage possède deux omposantes en densité.
Le oeur, la région la plus dense, est à une densité n(H2) = 4 10
5
m
−3
et son diamètre angulaire
est de 30". La densité de l'enveloppe, la région de plus faible densité, est n(H2) = 4 10
4
m
−3
et
son diamètre angulaire est de 90". Pour l'ensemble du nuage, l'abondane de N2H
+
est xée à
X(N2H
+
) = 8 10−10 et la température à T = 10 K.
126 Chapitre 7. Modélisation astrophysique
Figure 7.10  Prol émergeant pour la transition j = 1− 0 (panneau de gauhe) obtenu pour un oeur
de densité uniforme (en bleu) et pour un nuage où le même oeur est entouré d'une enveloppe de plus
faible densité (en noir). Les panneaux de droite présentent les températures d'exitation (en haut) et les
opaités (en bas) des 7 transitions hypernes de j = 1− 0 pour la struture oeur+enveloppe.
D'une part, on onstate sur la Figure 7.10 que l'introdution de l'enveloppe a pour eet de
réduire l'intensité, par eet d'autoabsorption, de l'ensemble des transitions en dehors de la tran-
sition 110 − 011. On remarquera de plus que les températures d'exitation dans l'enveloppe sont
inuenées par la présene du oeur : les photons émis par le oeur exitent radiativement les molé-
ules présentes dans l'enveloppe. On onstate que, dans le as présent, et eet est surtout eae
pour la transition 123 − 012 et que son inuene diminue ave le rayon en raison de la dilution du
rayonnement issu du oeur.
Jusqu'à present, il a été disuté des aratéristiques de l'émission de N2H
+
dénies par les
propriétés des nuages. An de pouvoir omparer les résultats d'une modélisation à des observations,
il est de plus néessaire de prendre en ompte les propriétés du télesope ayant servi à eetuer es
observations (voir setion 3.6). La résolution angulaire minimale qu'il est possible d'atteindre dépend
à la fois de la longueur d'onde λ des observations et du diamètre D de la surfae olletrie et est
de l'ordre de λ/D. Don, dans le domaine millimétrique, la résolution angulaire est typiquement de
l'ordre de 10" e qui est omparable aux dimensions des nuages moléulaires les plus fréquemment
étudiés. Compte tenu de e qui a été vu auparavant sur les variations du peuplement des moléules en
fontion de la position dans la soure, on voit que l'émission observée dépend de manière importante
de la taille du lobe du télesope. Par la suite, nous disuterons d'observations de N2H
+
obtenues
ave le télesope de 30m de Pio veleta. Les propriétés de e télesope aux fréquenes des trois
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j → j′ νjj′ (en GHz) θmb (en ") Be Fe θerr (en ")
1-0 93 27 0.76 0.95 350
2-1 186 13 0.59 0.90 220
3-2 279 9 0.42 0.88 160
Table 7.1  Propriétés du télesope de 30m de Pio Veleta aux fréquenes des trois premières transitions
rotationnelles de N2H
+
: θmb et θerr sont les largeurs à mipuissane du lobe prinipal et du premier
lobe d'erreur et B
e
et F
e
sont respetivement l'eaité du lobe primaire et l'eaité vers l'avant.
Les tailles des lobes d'erreur sont dérivées à partir des valeurs données par Greve et al. [19℄
premières transitions rotationnelles de N2H
+
sont données dans la Table 7.1 et servent ii à eetuer
la onvolution du diagramme de rayonnement du télesope ave la distribution de températures de
brillane du nuage.
Figure 7.11  Spetre émergeant pour le modèle oeur+enveloppe orrespondant à la Figure 7.10 dans
le as où l'on eetue la onvolution ave le lobe du télesope (en noir). A titre omparatif, le spetre
observé le long de la ligne de visée entrale est représenté (en bleu) et est mis à l'ehelle an que les
intensités obtenues dans les deux as pour la transition 110− 011 soient identiques.
La Figure 7.11 ompare le spetre de la transition j = 1−0 obtenu en onsidérant les propriétés
du télesope de 30m de Pio Veleta au prol, sans onvolution, pour le modèle oeur+enveloppe
préédent. L'intensité du seond spetre est ajustée an que les intensités de la transition 110− 011
soient identiques dans les deux as. Les diérenes entre les intensités des omposantes hypernes
proviennent à la fois de la struture en densité du nuage et du fait que le nuage est supposé sphérique.
Dans e dernier as, on onstate que les diérentes diretions angulaires ouvertes par le lobe du
télesope ne sont pas équivalentes : on a une opaité intégrée le long de la ligne de visée d'autant
plus faible que le paramètre d'impat passe loin du entre de la sphère. Don, pour les lignes de
visée éloignées de R = 0, l'opaité est plus faible et rend l'inuene de l'autoabsorption moins
importante. On obtient don, en eetuant la onvolution ave le lobe du télesope, des rapports
entre les transitions hypernes plus prohes de la limite optiquement mine que lorsque l'on ne
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onsidère que la ligne de visée passant par le entre du nuage.
7.3.3 Inuene des taux ave H2
Figure 7.12  Prol émergeant des transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et 3 − 2 (olonne de gauhe) pour
una nuage à T = 10 K, n(H2) = 2 10
5
m
−3
et X(N2H
+
) = 5 10−10. Les aluls sont eetués ave
les taux hyperns obtenus par la méthode de reouplage (f. setion 6.1.2) et ave deux jeux de taux
supplémentaires derivés des taux rotationnels CC suivant : i) l'approximation IOS dérite à la setion
6.1.2 ii) une loi de proportionnalité par rapport aux poids statistiques des niveaux d'arrivée. La olonne
de droite orrespond à un agrandissement des triplets de la transition j = 1− 0.
Dans les régions de formation d'étoile, la moléule la plus abondante et don le partenaire
prinipal de ollision est H2. Néanmoins, pour un grand nombre de moléules, les taux de ollisions
ave H2 ne sont pas onnus et euxi sont alors estimés à partir des taux de ollisions ave l'hélium :
on assume alors que les setions eaes ave He et ave la symétrie para de H2 dans son niveau
fondamental sont identiques, e qui revient à pondérer les taux ave He par le rapport des masses
réduites des 2 systèmes ollisionnels. Autrement dit, ei revient à multiplier les taux ave He par
un fateur ∼ 1.4. Néanmoins, dans le as de N2H+, ette hypothèse faite sur les setions eaes
est sans doute fausse. Pour ette moléule, il est ourant de onsidérer l'ion isoéletronique HCO
+
pour lequel des taux ave He et H2 sont disponibles [23℄. On onstate pour ette moléule que
les setions eaes ave H2 sont environ un fateur 2 − 3 plus importantes qu'ave He. Cei est
interprété omme étant une onséquene de la plus grande polarisabilité de H2 omparé à He [23℄.
Don, un eet similaire est attendu dans le as de N2H
+
pour les taux de ollision.
Comme il est dit à la setion 7.2.1, le prinipal eet introduit par la prise en ompte des taux
ave H2 sera de diminuer les densités ritiques des transitions rotationnelles et hypernes. Don,
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en basant une analyse sur les taux alulés ave He, on tend à surestimer la densité de H2 et/ou
l'abondane de la moléule lors de la omparaison ave l'émission observée dans un nuage. De plus,
on s'attend aussi à e qu'en traitant les ollisions ave H2, on modie les rapports entre les tenseurs
PKjj′ d'ordres K diérents (f. setion 6.1.2) e qui se réperute sur les rapports entre les taux
hyperns assoiés à une même transition rotationnelle. An d'estimer l'inuene de et eet sur le
prol émergeant de la transition j = 1− 0, nous avons omparé les prols des transitions j = 1− 0,
2− 1 et 3− 2 obtenus à partir des taux hyperns "exats", aux prols déterminés dans le as où les
taux hyperns sont approximés à partir des taux rotationnels. La première approximation onsiste
à onsidérer que les taux hyperns sont proportionnels aux poids statistiques des niveaux naux de
la transition et la seonde est l'approximation IOS présentée à la setion 6.1.2.
La Figure 7.12 montre les prols émergeants pour es trois jeux de taux de ollision pour un nuage
à T = 10 K, dont la densité est n(H2) = 2 10
5
m
−3
et l'abondane de N2H
+
est X(N2H
+
) = 5 10−10.
On onstate que les intensités relatives des transitions hypernes de j = 1−0 sont similaires et l'éart
le plus important, de l'ordre de 1020 %, est renontré pour la transition 123−012. Pour la transition
110− 011, les trois jeux de taux de ollision donnent le même résultat. De plus, on notera que pour
les taux IOS, l'intensité de la transition j = 3 − 2 est plus importante en omparaison des autres
aluls. Cei provient de la prépondérane aentuée des transitions telles que ∆F = ∆F1 = ∆j
qui entraîne un peuplement eae des niveaux d'énergie élevée. Les températures d'exitation
sont alors plus importantes ave les taux IOS e qui réduit la gure d'autoabsorption vue dans la
transition j = 2 − 1. Finalement, l'utilisation de taux alulés ave H2 va amener à des variations
similaires sur le prol émergeant de la transition j = 1− 0 et l'eet prinipal sera alors de modier
le ux total assoié aux transitions rotationnelles.
7.3.4 Anomalies d'intensité
Comme il a été remarqué par Caselli [8℄, les observations de la transition j = 1 − 0 de N2H+
ne sont en général pas onsistantes ave l'hypothèse d'une unique température d'exitation pour
l'ensemble des transitions hypernes. A partir de l'analyse des observations de ette transition
dans un éhantillon de 57 nuages, il est ressorti que dans la majorité des soures, l'intensité de la
transition jF1F = 112 − 012 tend à être sur-estimée dans un modèle où l'on assume une tempé-
rature d'exitation unique, alors que elle de la transition 110 − 011 est fortement sousestimée
(f. Figure 2 de la référene [8℄). De plus, il est noté que la largeur apparente de la transition
jF1F = 110 − 011 est généralement plus faible, d'un fateur ∼ 1.3, par omparaison ave les lar-
geurs des 6 autres transitions hypernes. Plusieurs hypothèses sont alors invoquées an d'expliquer
es anomalies d'intensité : un eet séletif lié aux ollisions entre niveaux hyperns ou un eet
introduit par les diérenes d'opaité des transitions.
Compte tenu de e qui a été dit préédemment, il apparaît que les anomalies d'intensité puissent
être expliquées par les diérenes d'opaité entre les transitions hypernes de j = 1 − 0. D'une
part, omme il a été disuté dans les setions préédentes, l'exitation radiative qui est fontion de
l'opaité est diérente pour les transitions hypernes de j = 1−0 e qui amène à une diéreniation
des températures d'exitation. Cette diéreniation est de plus fontion de la position dans le nuage
et on trouve alors que les éarts dans les températures d'exitation sont d'autant plus importants
que la transition est optiquement épaisse. Cei a omme onséquene que les transitions depuis
F = 3 ou F = 2 subissent des eets d'autoabsorption, alors que la transition jF1F = 110 − 011
est inhangée. De plus, et eet est aentué par la prise en ompte de la struture en densité des
soures observées. On notera de plus que les diérenes de largeurs apparentes observées pour les 7
transitions hypernes et disutées plus haut, s'expliquent également par les diérenes d'opaité. La
Table 7.2 présente les rapports des largeurs apparentes des transitions hypernes de j = 1− 0 par
rapport à la largeur de la transition 110− 011, pour le modèle dont le prol émergeant est présenté
sur la Figure 7.11. Les largeurs des transitions sont déterminées en ajustant un prol gaussien à
130 Chapitre 7. Modélisation astrophysique
u→ l ∆νul/∆ν110−011 u→ l ∆νul/∆ν110−011
112 − 012 1.35 123 − 012 1.40
111 − 010 1.21 121 − 011 1.18
122 − 011 1.31 101 − 012 1.16
Table 7.2  Rapports des largeurs apparentes des transitions hypernes de j = 1−0 et depuis F 6= 0 par
rapport à la largeur de la transition 110 − 011, déterminées pour le modèle présenté sur la Figure 7.11.
haque transition hyperne. On onstate que du fait de l'élargissement par opaité, les 6 transitions
depuis F 6= 0 ont des largeurs plus importantes que elle de la transition 110− 011, et que pour e
modèle partiulier, la moyenne des rapports vaut 1.3.
7.4 Observations
Au ours des dernières déennies, les progrès importants des moyens d'observations dans les
domaines infrarouge, submillimétrique et millimétrique ont permis une étude approfondie des
régions de formation d'étoile. Cei a amené à une desription des stades préédents la formation des
protoétoiles à travers une séquene évolutive, où haque étape de la formation est aratérisée par
les propriétés morphologiques, dynamiques et himiques des nuages protostellaires (voir p. ex. [1℄)
Plus partiulièrement, la mesure de l'émission et de l'absorption par les poussières ont permis de
montrer que, globalement, les prols de densité des nuages sont onsistants ave une région interne
de densité uniforme entourée d'une enveloppe où la densité déroît suivant une loi de puissane. Ce
type de prol en densité est souvent utilisé omme base de travail dans les études visant à ontraindre
les abondanes moléulaires [26℄. De plus, à partir de l'observation des transitions d'inversion de
NH3, il est possible de ontraindre ave une bonne préision la température de es régions, et il a été
trouvé que ellesi sont bien dérites en adoptant une température onstante, ave des variations
de l'ordre de quelques Kelvins [7; 26℄.
Ce type d'étude est important dans la ompréhension des proessus physiques qui gouvernent
l'eondrement. En eet, à l'heure atuelle, il est diile de rendre ompte des temps aratéris-
tiques liés à l'eondrement des nuages, les durées de vie des nuages protostellaires prédites par
les modèles théoriques étant bien inférieures aux durées déduites des observations via l'étude du
taux de formation d'étoiles. Il reste don à élairir l'origine du ralentissement de l'eondrement
et, notamment, l'importane prise la turbulene et par le support magnétique [1℄. De plus, les
études théoriques montrent que les onditions initiales aetent de manière signiative le dérou-
lement de l'eondrement. En partiulier, des modélisations dépendantes du temps, où l'on traite
à la fois la dynamique de l'eondrement et la himie, ont montré que ertaines moléules peuvent
être utilisées an de aratériser le stade d'évolution dans lequel se trouve le nuage. Ces études
prédisent aussi que l'enrihissement en deutérium pour les moléules roit ave le temps, avant
la formation d'une protoétoile, et que et enrihissement peut être onsidérable (jusqu'à un fa-
teur 104−5 pour les espèes simplement deutérées) par omparaison ave l'abondane osmologique
D/H ∼ 10−5 [25℄
Dans la suite, nous présentons des observations de N2H
+
et N2D
+
pour un éhantillon de nuages
froids.
7.4.1 Observations de N2H
+
Les données de N2H
+
et de N2D
+
ont été obtenues durant plusieurs sets d'observations (Juillet
2000 et Janvier 2005) et l'analyse présentée dans la suite fait usage des données de N2D
+
reportées
par Tiné [28℄. Les détails onernant les observations et la alibration des observations sont disutés
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en Annexe G.4. La Table 7.3 donne les oordonnées des positions observées ainsi que les distanes
estimées des soures.
Lieux de formation d'étoiles massives
(a) Orion Ir2
(b) Cepheus A
Figure 7.13  Cartes de l'intensité intégrée des transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et 3 − 2 de N2H+ pour
(a) une position prohe de Ir2 dans Orion et (b) dans Cepheus A. Les lobes d'erreur pour haune des
transitions sont indiqués en bas à droite de haque arte et les positions de référene des observations
sont données dans la Table 7.3
La Figure 7.13 présente les artes d'intensités intégrées des transitions j = 1− 0, 2− 1 et 3− 2
obtenues dans Orion et dans Cepheus. Ces nuages sont des lieux de formation d'étoiles massives et
la température de es régions est typiquement de l'ordre de 100− 200 K. En onsidérant es artes,
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il est tout d'abord important de se rappeler qu'elles ne sont pas obtenues ave la même résolution
angulaire (f. setion 7.3.2). Néanmoins, malgré les diérenes de résolution, on voit que les régions
traées par les 3 transitions de N2H
+
ne sont pas oïnidentes. Cei est surtout visible dans Orion
où l'on observe une absene d'émission en j = 1 − 0 pour les positions prohes de Ir2 (position
(0”, 0”)) alors que les transitions j = 2 − 1 et j = 3 − 2 sont observées. Cette déroissane de
l'émission de la transition j = 1−0 de N2H+ près de Ir2 a auparavant été observée par Turner [30℄.
Cei provient de la struture en densité et en abondane ainsi que des variations de température
dans les soures. Dans le adre de ette thèse, une analyse quantitative de l'émission observée dans
es objets n'a pas put être réalisée faute de temps. Cei est don envisagé omme une suite possible
de e travail ...
Nuages sombres
Figure 7.14  Observations des transitions j = 1− 0, 2− 1 et 3− 2 de N2H+ dans un éhantillon de 12
nuages sombres.
La Figure 7.14 présente les spetres des transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et 3− 2 de N2H+ observés
dans un éhantillon de 14 nuages sombres. On remarquera sur ette gure que l'on peut distinguer
deux lasses d'objets par rapport à leur emmision : d'une part, les soures TMC2, L1489, L1251C,
L63, L183, L43, B5 et TMC1 ont pour prinipale aratéristique que les largeurs intrinsèques des
transitions individuelles de j = 1−0 sont faibles. Cei implique que le milieu à l'origine de l'émission
est à la fois froid et peu turbulent. De plus, les prols spetraux des trois transitions observées sont
similaires pour toutes es soures.
En revanhe, les soures IRAS16293, B1 et L1157 présentent la aratéristique que les transitions
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du triplet entral de j = 1−0 ne sont pas disernables et l'émission vue dans B335 a la partiularité
que la transition j = 3−2 est "anormalement" intense. Ces aratéristiques peuvent avoir plusieurs
origines : la température, la turbulene ou l'existene de gradients de vitesse. On peut également
envisager qu'il y ait plusieurs objets à diérents VLSR sur la même ligne de visée. L'analyse de
l'émission en provenane de es soures est don rendue plus omplexe ar il n'est à priori pas possible
de disriminer entre es diérentes origines pour expliquer la largeur intrinsèque des transitions.
Dans la suite, l'analyse portera sur le premier groupe de soures, .-à-d. les nuages froids et peu
turbulents.
Soure α(J2000) δ(J2000) D(p)
B1 03 33 21.2 31 07 39.2 200
L1489 04 04 49.0 26 18 42 140
L1498 04 10 51.4 25 09 58 140
TMC2 04 32 46.8 24 25 35 140
TMC1(NH3) 04 41 21.3 25 48 07 140
L1517B 04 55 18.8 30 38 04 140
Orion IR2 05 35 14.5 -5 22 30.2 450
L183(C) 15 54 08.7 -02 52 07 110
L183(N) 15 54 09.2 -02 49 39 110
IRAS16293 16 32 22.7 -24 28 33.1 120
L43 16 34 35.0 -15 46 36 160
L63 16 50 15.5 -18 06 26 160
B335 19 37 00.9 7 34 10.0 250
L1157 20 39 06.2 68 02 15.9 440
L1251C 22 35 53.6 75 18 55 200
Cepheus A 22 56 18.1 62 01 46.4 725
Table 7.3  Coordonnées et distanes des soures observées pour N2H
+
. Pour la majorité des soures,
les observations ont été faites à une unique position orrespondant au maximum des artes en émission
de N2H
+
[9; 26℄. Pour Orion et Cepheus A, les soures ont été artographiées et les oordonnées de la
table indiquent la position de référene.
7.4.2 N2D
+
: observations et modélisation
Observations
En plus des observations de N2H
+
, l'isotopologue deutéré N2D
+
a été observé dans ertaines
soures via les transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et 3 − 2. Les observations ont été faites, omme pour
N2H
+
, au télesope de 30m de Pio Veleta et les propriétés du télesope à es fréquenes sont
données dans la Table 7.4. Les détails onernant es observations sont donnés dans l'Annexe G.4.
j → j′ νjj′ (en GHz) θmb (en ") Be Ftextiteff θerr (en ")
1-0 77 32 0.79 0.95 350
2-1 154 17 0.69 0.90 220
3-2 231 10.5 0.52 0.88 160
Table 7.4  Propriétés du télesope de 30m de Pio Veleta aux fréquenes des trois premières transitions
rotationnelles de N2D
+
: θmb et θerr sont les largeurs a mipuissane du lobe prinipal et du premier
lobe d'erreur et Beff et Feff sont respetivement l'eaité du lobe primaire et l'eaité vers l'avant.
Les tailles des lobes d'erreur sont dérivées à partir des valeurs données par Greve et al. [19℄
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Modélisation
Les fréquenes des transitions hypernes de N2D
+
, ainsi que les fores de raie, sont alulées à
partir de la même méthode que pour N2H
+
(f. setion 5.1) et nous utilisons les onstantes rotation-
nelles et hypernes déterminées par Dore [13℄. Pour le moment dipolaire de N2D
+
, il n'existe auune
valeur expérimentale disponible. Nous assumons don que eluii est identique à elui de l'isotope
prinipal, .-à-d. µ = 3.4 D, pour dériver les oeients d'Einstein. Les taux de ollision utilisés sont
eux de N2H
+
: nous utilisons les taux en désexitation pondérés par les rapports de masse réduite
des systèmes ollisionnels. La orretion apportée est faible : µ(N2H
+−He)/µ(N2D+−He) = 0.996.
Les taux en exitation sont ensuite obtenus via les relations de bilan détaillé e qui entraîne des
éarts importants sur les taux en exitation des deux isotopologues en raison de leurs onstantes de
rotation respetives. Les taux de ollision ainsi obtenus sont approximatifs (f. Annexe G.4) et leur
validité par rapport à un alul de ollision exat est estimée autour de 10− 30%.
La Figure 7.15 présente les températures d'exitation, les opaités et les températures de brillane
des transitions rotationnelles j = 1− 0, 2− 1 et 3− 2 de N2H+ et N2D+, ainsi que elles de HCO+,
H
13
CO
+
et DCO
+
, obtenus dans l'approximation LVG. Pour l'ensemble des espèes moléulaires, la
densité de olonne est xée à 10
12
m
−2
/ (km s
−1
p
−1
). Comme souligné préédemment, une déter-
mination orrete des opaités néessite de prendre en ompte la struture hyperne de la moléule.
Don, dans le as de N2H
+
et N2D
+
les opaités des transitions rotationnelles sont obtenues par
sommation des opaités des transitions hypernes et les températures d'exitation sont déterminées
à partir de la relation 7.16 . Compte tenu de l'approximation faite pour obtenir les taux de ollisions
des isotopologues, les diérenes obtenues pour les opaités et les températures d'exitation dérivent
des strutures énergétiques des moléules. En se basant sur la disussion portant sur l'inuene des
taux de ollision (f. setion 7.2.1), on voit que le omportement relatif des isotopologues peut être
expliqué en faisant intervenir la notion de densité ritique.
Dans le as de N2D
+
, les fréquenes des transitions rotationnelles sont inférieures à elles de
N2H
+
d'un fateur B(N2H
+
)/B(N2D
+
) = 1.21. Cei a omme onséquene direte que les oeients
d'Einstein Ajj′ (∝ ν3jj′) de N2D+ sont plus faibles que pour N2H+ d'un fateur ∼ 1.8. Don, si l'on
assume que les taux de ollisions en désexitation sont identiques pour les diérents isotopologues,
ei se traduit par des densités ritiques plus faibles du même fateur pour N2D
+
, par omparaison
ave N2H
+
. Cette dernière hypothèse a été testée en alulant les onstantes de vitesse de ollision
de N2D
+
pour les transitions entre niveaux rotationnels (f. Annexe G.4) et on onstate sur la table
en annexe de l'Annexe G.4 que les taux rotationnels en désexitation de N2D
+
et N2H
+
dièrent de
moins de 20%, pour la gamme de température 1030 K. Don, dans le as de N2D
+
, le peuplement
des niveaux d'énergie élevée est plus eae que pour N2H
+
en raison des plus faibles oeients
d'Einstein et de taux en exitation plus importants. Don, en raisonnant sur les densités ritiques,
on s'attend à obtenir une thermalisation plus rapide, en fontion de la densité de H2, pour N2D
+
par
rapport à N2H
+
(autrement dit, on s'attendrait à e que les opaités et températures d'exitation
de N2D
+
puissent être obtenues à partir de elles de N2H
+
en déalant es dernières vers les basses
densités). Néanmoins, on onstate que pour N2D
+
, nous n'obtenons e omportement que pour
la transition j = 1 − 0 : on voit par exemple que la température d'exitation de N2D+, pour la
transition j = 3 − 2, est toujours inférieure à elle de N2H+, quelque soit la densité de H2. Ce
omportement "atypique" provient de la manière dont sont obtenues les températures d'exitation
rotationnelles pour es deux moléules, à partir de elles onernant la struture hyperne.
On onsidère don le as des isotopologues de HCO
+
pour lesquels on ne prend en ompte que
les strutures rotationnelles (pour DCO
+
, il existe une struture hyperne liée au deutérium qui a
réemment été observée par Caselli [10℄). Les isotopologues de HCO
+
ont des moments d'inerties
plus importants que HCO
+
, e qui donne pour es moléules de plus faibles onstantes de rotation.
L'eet est marqué pour DCO
+
et est assez faible pour H
13
CO
+
. Comme préédemment, on voit
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Figure 7.15  Températures d'exitation, opaités et températures de brillane pour diérents isotopo-
logues de N2H
+
et HCO
+
. Ces diérentes quantités sont obtenues à une température T = 10 K et les
variations sont onsidérées par rapport à n(H2).
don que pour les isotopologues de HCO
+
, les fréquenes de transitions sont plus faibles e qui se
réperute sur les densités ritiques. Finalement, sur la Figure 7.15, on onstate que l'on obtient bien,
dans e as, le omportement attendu par la onsidération des densités ritiques.
Notons de plus que les rapports d'intensité T
∗
B(DCO
+
)/T
∗
B(HCO
+
) et T
∗
B(N2D
+
)/T
∗
B(N2H
+
)
dépendent de la densité de H2, pour 10
4
< n(H2) < 10
6
m
−3
. Sur la Figure 7.15 (ligne du bas), on
voit que es rapports sont prohes de l'unité. Cei provient de e que les aluls ont été eetués pour
des densités de olonne identiques pour les diérents isotopologues. Pour les onditions présentes
dans les soures astrophysiques, les abondanes des isotopologues "rares" (.-à-d. N2D
+
ou DCO
+
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dans le as présent) sont généralement inférieures à elles des isotopologues prinipaux. Dans e as,
on voit que si l'on se plae dans le as optiquement mine, le rapport des températures de brillane
sera identique à elui des densités de olonne. Autrement dit, un alul où l'on aurait utilisé des
densités de olonne diérentes pour les isotopologues aurait entraîné un déalage par rapport à la
valeur T ∗B(princ.)/T
∗
B(rare) = 1 des ourbes de la Figure 7.15 mais le omportement relatif entre les
diérentes transitions et en fontion de la densité serait similaire. Don, la dépendane à la densité
de H2 observée pour les rapports montre que euxi permettent d'obtenir une estimation préise
de la densité du milieu d'où émerge le rayonnement.
7.4.3 Paramètres de la modélisation des nuages
L'émission et l'absorption dues aux poussières permet de déterminer de manière préise les
variations de densité de olonne de matière dans les nuages moléulaires. Le diagnosti est able
dans la mesure où la poussière est optiquement mine dans les domaines submillimétrique et
millimétrique e qui implique que l'absorption due aux poussières est diretement proportionnelle à
la densité de olonne de poussière (on assume en général un rapport onstant de la masse de gaz sur
la masse de poussière). L'analyse de l'émission est en général plus déliate du fait qu'elle dépende
de la température de surfae des grains de poussière. De plus, l'émission et l'absorption dépendent à
la fois de la morphologie et de la omposition des grains : la nature enore mal onnue des grains du
MIS entraîne qu'il existe une inertitude sur les oeients d'émissivité et d'absorption à adopter
lors de la modélisation. Don, les observations en ontinuum permettent de bien ontraindre les
variations relatives de densité de olonne dans une soure bien qu'il existe une ertaine inertitude
sur la détermination des quantités absolues [21℄.
Par l'intermédiaire de e type d'observations [31; 32℄, il a été montré que la struture en densité
des nuages froids est prohe de elle d'une sphère de BonnorEbert, .-à-d. à elle d'un nuage
gravitationnellement lié où la pression thermique du gaz ontrebalane les fores gravitationnelles.
On obtient alors que la densité est onstante dans la région entrale (orrespondant typiquement à
des rayons de l'ordre de 1000 UA) et, au delà, qu'elle déroît omme r−p ave p = 2− 2.5. Ce type
de variations, prédit théoriquement, orrespond à elui déduit des observations pour les distanes
r < 0.1 p . Dans la modélisation des soures présentée par la suite, nous utilisons un prol de
densité de H2 dénit par :
n(r) = n0 si r < r0
n(r) = n0
(r0
r
)2
si r > r0
(7.23)
où n0 est la densité entrale et r0 le rayon de assure, et pour haque soure, nous déterminons es
deux quantités. Dans le as de L1517B, nous utilisons de plus un seond prol de densité qui est
elui utilisé par Tafalla [26℄. Cei permet de tester la sensibilité des observations à la forme exate
du prol de densité des nuages.
La plupart des soures pour lesquelles nous avons eetué des observations l'ont été à une unique
position dans le nuage, orrespondant aux maxima d'intensité de N2H
+
[9℄. A partir de ette unique
position, il n'est pas possible de ontraindre de manière préise les valeurs de n0 et r0. Don, dans la
modélisation, nous utilisons de plus les prols d'intensité intégrée de la transition j = 1− 0, donnés
en fontion de la position dans la soure et déterminés par Caselli [9℄, Tafalla [26℄ et Crapsi [11℄.
Cette information est disponible pour 6 des nuages pour lesquelles nous avons modélisé l'émission
de N2H
+
, .-à-d. L63, L43, L1489, L1498, L1517B et TMC2, e qui nous permet de ontraindre
la distribution spatiale de la densité volumique de N2H
+
. Pour le pi C de L183, nous disposons
de artes pour les transitions j = 1 − 0 et j = 2 − 1 de N2D+ e qui ontraint le omportement
radial. En revanhe, pour les autres soures modélisées, .-à-d. TMC1NH3, L1251C et le pi N de
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L183, nous ne disposons pas de données onernant le omportement radial de l'intensité. L'unique
information alors disponible et reportée par Caselli [9℄ est le rayon à mipuissane R1/2 de la arte
de la transition j = 1− 0, donné par :
R1/2∫
0
∫
ν
T ∗A(r)dν dr =
1
2
∞∫
0
∫
ν
T ∗A(r)dν dr (7.24)
Pour ertaines soures, nous avons inlus un hamp de vitesse an de reproduire le prol entral
de la transition j = 2−1. Les prols de vitesse onsistent à adopter une vitesse v ∝ r orrespondant
au fait que les nuages sont en eondrement, à l'exeption de L1517B. Malgré l'inlusion de e hamp
de vitesse, nous observons un déalage en fréquene des VLSR assoiés à haune des transitions,
entre les observations et les modèles. La Table 2 de l'Annexe G.4 présente les VLSR obtenus pour
la transition j = 1 − 0, les orretions déterminées pour les autres transitions et les gradients de
vitesse obtenus pour haune des soures. Pour l'ensemble des soures, nous obtenons que les VLSR
des transitions j = 2 − 1 et j = 3 − 2 sont ∼ 30 m s−1 plus grands que elui déterminé pour
la transition j = 1 − 0. Cet eet peut être dû à la desription du hamp de vitesse : les densités
ritiques des transitions j = 3−2 et j = 2−1 sont plus élevées que elle de la transition j = 1−0 et
les résolutions angulaires des observations aux fréquenes de es transitions sont diérentes. Don,
l'émission observée pour la transition j = 1− 0 va provenir d'une région plus étendue dans le nuage
que elle des deux autres transitions. La diérene obtenue sur les VLSR peut être due au fait que la
vitesse relative des régions externes du nuage, par rapport à l'observateur, est moins importante que
elle des régions internes. Cei serait onsistant ave le as où l'on aurait un oeur en eondrement
et une enveloppe statique. Néanmoins, les éarts observés sur les VLSR, soit 20 et 30 kHz pour
les transitions j = 2 − 1 et j = 3 − 2, sont dans la limite de la détermination expérimentale des
fréquenes de transition de N2H
+
[5℄. Don, les paramètres des modèles sont limités par la préision
expérimentale des fréquenes.
7.4.4 Inertitude sur les paramètres de la modélisation
Les soures d'erreurs introduites dans la modélisation ont plusieurs origines. Tout d'abord, le
modèle utilisé onsiste en un nuage sphérique à 1D. Ce hoix se justie en partie par le manque de
résolution angulaire des observations pour lesquelles les strutures plus petites que ∼ 10” sont
non résolues. Ave ette résolution, les nuages semblent être ellipsoïdaux : en onsidérant une
arte de l'émission intégrée pour une moléule donnée, on observe que les isoontours en intensité
peuvent être globalement approximés par des ellipses onentriques. Il est ourant de mesurer la
nonsphériité des objets en introduisant le rapport d'aspet donné par e = ra/rb où ra et rb sont
respetivement le grand axe et le petit axe de l'ellipse orrespondant à l'isoontour qui inlut la
moitié du ux émis par le nuage. Le modèle à symétrie sphérique sera don d'autant moins adapté
que la valeur de e est élevée.
Une autre soure d'erreur provient des données de physique moléulaire. Comme dit préédem-
ment, le partenaire prinipal de ollision dans les nuages protostellaire est H2. Or, les taux utilisés
dans le as présent sont alulés ave He et, par analogie ave le as de HCO
+
, on s'attend à e que
les taux ave H2 puissent être supérieurs d'un fateur 2 (f. setion 7.3.3). Dans le as de L1517B,
l'erreur introduite par ette inertitude sur les taux est disutée (f. Annexe G.4), en omparant les
résultats atuels à eux obtenus par Tafalla [26℄ à partir des taux de HCO
+
- H2.
Finalement, des soures d'erreur additionnelles proviennent, d'une part, du fait que l'on ne
prenne pas en ompte le reouvrement en fréquene entre les diérentes transitions hypernes
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(f. setion 7.1.1) et d'autre part, de la alibration des données observationnelles (f. Annexe G.4)
et notamment de elle onernant l'antenne de 14m du FCRAO, disutée dans la suite.
Inertitude sur les paramètres de la modélisation : antenne du FCRAO
Les données reportées par Caselli [9℄ ont été obtenues ave l'antenne de 14m du FCRAO pour
laquelle le lobe à mipuissane à 91 GHz est θmb = 54” et l'eaité du lobe primaire est Be = 0.51.
La faible valeur de B
e
indique qu'une ontribution importante de l'intensité provient des lobes
d'erreur. Cependant, pour ette antenne il n'existe pas de mesures donnant la taille du premier lobe
d'erreur et nous assumons don que eluii est de 180". Comme il a été dit préédemment, le prol
radial dépend fortement des données obtenues ave ette antenne.
r0 n0 r1 T1 X1 r2 T2 X2 r3 T3 X3 M(r<2') N(N2H
+
)
L63 (θerr = 180”) 23 7.2 20 8 1.4 45 8 0.4 150 15 0.4 13.4 15.48
L63 (θerr = 0”) 27 7.0 27 7 0.8 50 10 0.5 180 15 0.5 17.5 15.58
Table 7.5  Paramètres obtenus pour L63 en onsidérant pour l'antenne du FCRAO un lobe d'erreur
θerr = 180” (1
ère
ligne) ou sans inlure de lobe d'erreur (2ème ligne). Le prol de densité est dérit par les
paramètres n0 (donné omme multiple de 10
5
m
−3
) et r0 (en seonde d'ar) (f. eq. 7.24) et la soure
est divisée en 3 régions : la ième région orrespond aux rayons r tels que ri−1 < r < ri où la température
est Ti et l'abondane de N2H
+
est Xi. Les rayons sont donnés en seonde d'ar, les températures en
Kelvin et les abondanes sont multiples de 10−10. Pour les deux modèles, la masse de gaz omprise dans
un rayon de 2' est donnée en M⊙ ainsi que la densité de olonne de N2H
+
(en unité de 10
12
m
−2
).
L'erreur introduite par l'inertitude onernant B
e
est estimée en onsidérant le modèle ob-
tenu pour L63 dont les paramètres sont donnés dans la Table 7.5 (1ère ligne). La Figure 7.16
montre le prol radial de la transition j = 1 − 0, vu par l'antenne du FCRAO pour laquelle
on onsidère plusieurs valeurs de la taille θerr du lobe d'erreur. En eetuant la onvolution ave
θerr = 90”, l'intensité est modiée de ∼ +30% et, ave θerr = 360”, de ∼ −15% par rapport au hoix
θerr = 180”. Enn, si l'on n'inlut pas le lobe d'erreur (as indexé θerr = 0” ), on obtient,
après la onvolution, la température de lobe prinipal Tmb, reliée à la température d'antenne par :
T ∗A = Be/Fe Tmb. Dans e as, l'éart par rapport au hoix θerr = 180” est de ∼ −20%.
L'erreur introduite sur les paramètres de la modélisation est estimée en déterminant les para-
mètres permettant de reproduire à la fois les observations des transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et 3 − 2
de la position entrale et le prol radial de la transition j = 1 − 0, obtenu dans le as où l'on ne
onsidère pas le lobe d'erreur de l'antenne du FCRAO. Les paramètres de e modèle sont donnés
à la 2ème ligne de la Table 7.5 et les résultats des deux modélisations présentés sur la Figure 7.17
et la Figure 7.18. Tout d'abord, on onstate que pour es deux modèles, il est possible d'obtenir
des résultats onsistants ave les données observationnelles et que dans les deux as, les densités
de olonne de N2H
+
sont similaires. Ensuite, on voit sur la Figure 7.16 que lorsqu'on ne onsidère
pas le lobe d'erreur, le ux provenant de la région θmb . r . θerr n'est pas pris en ompte et l'on
sousestime alors le ux en provenane de la soure. On voit qu'au niveau des paramètres de la mo-
délisation (f. Table 7.5), il est possible de ompenser ette "perte" de ux en augmentant la valeur
de r0 et en diminuant elle de n0. Cette modiation du prol de densité entraîne une réévaluation
de l'abondane de N2H
+
dans la région entrale permettant de onserver la même valeur pour la
densité de olonne de N2H
+
. Dans les régions externes, il est néessaire dans e as d'augmenter
l'abondane e qui permet d'augmenter le ux pour les grands paramètres d'impat.
Finalement, la méonnaissane de la taille du lobe d'erreur du FCRAO ajoute aux paramètres
des modèles une inertitude de l'ordre de 5-10" sur la valeur de r0 et de ∼ qq 10% sur n0. L'erreur
faite sur l'estimation de l'abondane est d'un fateur 2. En revanhe, la densité de olonne de N2H
+
7.4. Observations 139
Figure 7.16  Prol radial de l'intensité de la transition j = 1 − 0 pour le modèle de L63 dont les
paramètres sont donnés en 1ère ligne de la Table 7.5. Le alul de l'intensité de la transition j = 1 − 0
est eetué en assumant plusieurs tailles pour le lobe d'erreur de l'antenne de 14m du FCRAO.
est bien ontrainte par les observations faites à l'IRAM et l'inertitude sur le lobe du FCRAO
n'ajoute auune erreur supplémentaire sur son estimation.
7.4.5 Resultats
Les détails onernant les soures individuelles sont présentés en Annexe G.4. En partiulier, il
y est disuté de la omparaison entre les densités de H2 dérivées dans le as présent et de elles
dérivées de l'observation d'autres moléules et/ou de l'analyse du ontinuum dû aux poussières. Les
paramètres dérivant les nuages et issus de la modélisation sont donnés dans la Table 7.6
omparaison ave les résultats LVG : as de L1517B
A la setion 7.2.5, la densité de H2 et la densité de olonne de N2H
+
on été estimés à par-
tir d'une analyse LVG visant à reproduire les rapports d'intensité des transitions hypernes de
j = 1 − 0. De ette analyse, il est ressorti que la densité moyenne de H2 dans L1517B est :
4 104 < n(H2) < 10
5
m
−3
et que la olonne densité est 3 1012 < N(N2H
+
) < 2 1013 m−2. Pour es
paramètres, l'approximation LVG donne une opaité totale 10 < τ(1− 0) < 40.
Le modèle nonloal pour ette soure donne une valeur pour la densité de olonne qui est
ompatible ave elle obtenue dans l'approximation LVG, .-à-d. N(N2H
+
) = 7 1012 m−2. En re-
vanhe, la densité moyenne pour l'ensemble du nuage est n(H2) ∼ 1.5 104 m−3 e qui est inférieur
à elle estimée dans le adre de l'approximation LVG. Cet éart est en partie dû à l'utilisation d'un
prol de densité dans la modélisation nonloale. Le prol utilisé ouvre un domaine de densités
sur lequel les onditions d'exitation varient onsidérablement (f. gure 7 de l'Annexe G.3) e qui
rend diile la omparaison entre les deux aluls. De plus, on obtient dans le modèle nonloal
une opaité totale τ(1 − 0) ∼ 135 e qui est largement supérieur à e qui est attendu d'après les
aluls LVG. On rappelle que l'analyse basée sur la méthode HFS de CLASS a amené à estimer
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Figure 7.17  Comparaison entre le prol observé
(histogrammes) dans L63 des transitions j = 1− 0,
2 − 1 et 3 − 2 de N2H+ et de deux modèles
(traits pleins) reproduisant es transitions. Les deux
modèles sont obtenus en onsidérant pour le lobe
d'erreur de l'antenne du FCRAO, une taille à mi
puissane de 0" (bleu) et de 180" (rouge).
Figure 7.18  Prols radiaux de la transition
j = 1 − 0 orrespondant aux modèles de la
Table 7.5. Ces modèles sont omparés aux don-
nées observationnelles obtenues par Caselli [9℄.
τ(1 − 0) ∼ 10. Le désaord entre es diérentes estimations provient notamment de la prise en
ompte des eets d'autoabsorption qui modient les intensités émergentes des transitions les plus
optiquement épaisses. Comme souligné préédemment, es eets sont marqués du fait de l'inlusion
d'un prol de densité dans la modélisation nonloale.
7.4.6 Disussion
Pour toutes les soures où la transition j = 1 − 0 de N2D+ a été observée, la modélisation a
permis de reproduire les rapports d'intensité des transitions hypernes. En revanhe, pour N2H
+
, il
est plus diile de reproduire simultanément les rapports d'intensité des transitions hypernes de
j = 1− 0 et dans un même temps, les intensités observées pour les transitions j = 2− 1 et 3− 2. La
Figure 7.19 présente la omparaison entre l'émission observée et les résultats des modèles. Sur ette
gure, on onstate qu'en règle générale, les intensités des transitions hypernes sont globalement
reproduites. Néanmoins, pour ertaines soures, il existe des éarts de l'ordre de 20-30 % entre les
intensités prédites par les modèles et elles observées. Dans la plupart des as, es éarts portent sur
la transition 110−011 ou sur la transition 112−012. En rappelant e qui a été dit à la setion 7.3.4,
on voit que pour reproduire orretement les rapports d'intensité, il est primordial de orretement
estimer l'opaité totale de la transition ainsi que le omportement dans la soure, des températures
d'exitation et de l'opaité. Les éarts obtenus entre les spetres modélisés et observés sont don liés
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Soure r0 n0 r1 T X r2 T X r3 T X rD N(N2H
+
) R
L1489 24 5.8 35 8 0.8 65 9 0.8 100 12 0.1 0.17 7.66 0.17
L63 23 7.2 20 8 1.4 45 8 0.4 150 15 0.4 0.64
1
15.48 0.45
L43 29 9.2 30 8 0.8 60 11 0.4 150 14 0.3 0.12 14.11 0.12
TMC1NH3 30 3.5 35 8 1.3 65 12 1.3 175 12 0.1 0.10 8.91 0.10
TMC2 60 3.5 40 8 1.1 150 10 0.2 200 13 0.2 0.73
2
9.42 0.54
L183(C) 17 8.6 20 8 1.4 40 9 1.4 225 9 2.1 0.46
3
14.11 0.36
L183(N) 44 1.4 80 9 2.9 225 9 2.0 ... .. ... 0.76
4
9.94 0.15
L1251C 29 5.6 21 7 1.5 150 10 0.2 ... .. ... 0.14 14.04 0.14
L1517B (1) 30 1.9 18 8.5 1.6 180 9.5 1.6 ... .. ... 0.12 7.00 0.12
L1517B (2) 35 2.0 18 8.5 2.5 180 9.5 2.5 ... .. ... 0.25 ..... ....
L1498 70 0.94 70 8 2.5 200 10 0.3 ... .. ... 0.07 8.23 0.07
Table 7.6  Paramètres obtenus à partir des observations de N2H
+
et N2D
+
pour les 10 nuages étudiés.
Le prol de densité de H2 utilisé est donné par la relation 7.24 et dépend des paramètres n0 (en multiple
de 105 m−3) et r0. Suivant la soure, le nuage est modélisé en inluant 2 ou 3 zones : dans la zone i
orrespondant aux rayons tels que ri−1 < r < ri, la température est Ti et l'abondane de N2H
+
est Xi.
Les abondanes sont données en unité de 10
−10
et les rayons en seonde d'ar. Pour haque soure, il
est aussi donné le rapport d'abondane rD = X(N2D
+
)/X(N2H
+
), la densité de olonne de N2H
+
(en
unité de 10
12
m
−2
) et le rapport des densités de olonne de N2D
+
et N2H
+
, R = N(N2D
+
)/N(N2H
+
)
1
e rapport d'abondane est pour les rayons inférieurs à 10 et, au delà, il est xé à 0.25.
2
e rapport d'abondane est pour les rayons inférieurs à 35 et, au delà, il est xé à 0.1.
3
e rapport d'abondane est pour les rayons inférieurs à 40 et, au delà, il est xé à 0.05.
4
e rapport d'abondane est pour les rayons inférieurs à 10 et, au delà, il est xé à 0.05.
à la desription adoptée pour la struture en densité des nuages, pour la répartition de l'abondane
de la moléule et pour les variations de la température du milieu.
De plus, le fait que les taux de ollision utilisés soient alulés ave l'hélium entraîne une erreur
sur l'estimation de l'abondane de N2H
+
. Les modèles présentés pour L1517B et L1489 permettent
de voir, par omparaison aux résultats obtenus par Tafalla [26℄ que l'utilisation de taux de ollision
alulés pour H2 peut amener à des diérenes sur l'estimation de l'abondane de N2H
+
de l'ordre
de 5070%
Néanmoins, ompte tenu des ontraintes observationnelles dont nous disposons, il est diile de
mieux ontraindre les variations de la densité, de l'abondane et de la température.
La prinipale diérene dans la modélisation de l'émission de N2D
+
par rapport à N2H
+
, réside
dans l'opaité des transitions. Ces diérenes d'opaité sont visibles, notamment, au niveau des pro-
ls spetraux des transitions j = 2−1. Pour la plupart des soures, la transition j = 2−1 de N2H+
présente des gures d'autoabsorption alors que dans le as de N2D
+
, la transition j = 2− 1 n'est
pas autoabsorbée. Or, pour N2D
+
, les modèles permettent de reproduire les rapports d'intensité
des transitions hypernes de j = 1−0, e qui suggère que dans le as de N2H+, les rapports ne sont
pas orretement modélisés en raison de la plus grande opaité de ette transition.
Par omparaison aux études préédentes, nous déterminons des abondanes plus faibles pour
N2H
+
malgré que les taux utilisés dans e travail soient plus faibles que eux de HCO
+
H2 ouram-
ment utilisés pour interpréter les observations de N2H
+
. Nous avons onstaté lors de la modélisation
que les modèles ave de grandes densités et des abondanes faibles étaient à privilégier : ils per-
mettent de réduire les gures d'autoabsorption de la transition j = 2−1. De plus, nous remarquons
que l'inlusion d'une augmentation de la température ave le rayon permet de réduire de la même
manière e phénomène. De manière globale, nous obtenons qu'une température aux alentours de 8
K dans les régions de plus hautes densités permet d'augmenter l'opaité de la transition j = 1 − 0
e qui autorise une meilleure omparaison ave les rapports d'intensité observés pour les transitions
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Figure 7.19  Comparaison entre les observations et les spetres modélisés pour la transition j = 1− 0
de N2H
+
pour un éhantillon de 10 nuages sombres.
hypernes. Vers les régions externes, une température au dessus de 10 K permet de réduire l'eet
d'autoabsorption de la transition j = 2− 1.
Parmi les nuages étudiés, 6 d'entre eux, .-à-d. L63, L43, TMC2, L183, L1498 et L1489, ont
auparavant été étudiés à partir de l'émission de la poussière. Par omparaison ave les prols de
densité déterminés dans es études, nous obtenons que les prols de densité déterminés à partir
de N2H
+
sont en bon aord. Néanmoins, les densités estimées à partir d'autres moléules sont
généralement en désaord : es analyses amènent à estimer de plus faibles densités de H2 que dans
le as présent. Une expliation possible est que ertaines moléules sont déplétées lorsque la den-
sité devient supérieure à n(H2) ∼ 104−5 m−3. C'est par exemple le as de CO ou CS et pour es
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moléules, une analyse assumant un nuage sphérique et uniforme en densité et abondane, amène
alors à sous estimer la densité moyenne du milieu. En revanhe, les analyses basées sur NH3 de-
vraient amener à des estimations similaires à elles obtenues ave N2H
+
. La omparaison de artes
en émission de N2H
+
et NH3 montre en eet que es deux moléules sont présentes dans les même
régions des nuages ave des répartitions spatiales de l'abondane similaires. Notons que la plupart
des études se basant sur NH3 utilisent la transition d'inversion (j,K) = (1, 1) − (2, 2) [7℄. Or la
densité ritique de ette transition est nc ∼ 104 m−3 e qui implique que pour des densités supé-
rieures à 105 m−3, le peuplement des niveaux de la moléule s'eetue à l'ETL. Dans es onditions,
l'émission observée reste sensible à la densité de olonne de la moléule mais devient insensible à la
densité de H2. Il est don diile d'estimer de manière préise la densité à partir de ette unique
transition. Cei peut être à l'origine du désaord sur les estimations obtenues à partir de N2H
+
et NH3. Finalement, nous obtenons que les masses des nuages dérivées dans e travail sont en bon
aord ave les estimations obtenues à partir de l'analyse du ontinuum submillimétrique et milli-
métrique mais que ellesi sont plus importantes que les masses dérivées à partir d'autres moléules.
A partir des transitions de N2D
+
, nous avons déterminé le rapport d'abondane des deux iso-
topologues. Pour les soures où d'autres estimations de e rapport sont disponibles, nous obtenons
dans le as présent une estimation en bon aord. Pour 3 des nuages observés, .-à-d. L63, TMC2
et L183, il a été possible de ontraindre la variation spatiale du rapport d'abondane grâe à des
observations faites à plusieurs positions dans le nuage. Nous obtenons alors que le rapport prend
des valeurs importantes dans la région entrale des nuages, de l'ordre de 0.50.7, et qu'il déroît
fortement dans les régions externes. Cei est attendu d'après la onsidération de la himie des nuages
sombres où il est de plus onstaté que l'enrihissement isotopique est lié au stade d'évolution du
nuage : l'enrihissement augmente ave le temps et atteint son maximum avant la formation de
la protoétoile. A e stade, la himie du milieu est modiée par le réhauement du milieu dû au
rayonnement infrarouge de l'objet entral. Néanmoins, en se basant sur l'analyse de l'émission dans
L1517B (f. Annexe G.4), nous onstatons que l'estimation quantitative préise des variations du
rapport d'abondane des deux isotopologues est fortement dépendante de la loi de densité utilisée
lors de la modélisation. On onstate alors que les deux prols utilisés lors de la modélisation amènent
à des rapports qui dièrent d'un fateur 2.
144 Chapitre 7. Modélisation astrophysique
BIBLIOGRAPHIE 145
Bibliographie
[1℄ Aikawa Y., Herbst E., Roberts H. and Caselli P., 2005, ApJ, 620, 330
[2℄ Alexander M.H., 1979, J. Chem. Phys, 71, 5212
[3℄ Alexander M.H., Davis L.D., 1983, J. Chem. Phys, 78, 6754
[4℄ Alexander M.H., Dagdigian P.J., 1985, J. Chem. Phys, 83, 2191
[5℄ Amano T., Hirao T., Takano J., 2005, J. Mol. Spetros., 234, 170
[6℄ Balakrishnan N., Forrey R.C. and Dalgarno A., 1999, ApJ, 514, 520
[7℄ Benson P.J., Myers P.C., 1989, ApJ, 71, 89
[8℄ Caselli P., Myers P.C., Thaddeus P., 1995, ApJ, 455, L77
[9℄ Caselli P., Benson P.J., Myers P., Tafalla M., 2002, ApJ, 572, 238
[10℄ Caselli P., Dore L., 2005, A&A, 433, 1145
[11℄ Crapsy A., Caselli P., Walmsley M., Myers P.C., Tafalla M., Lee C.W., Bourke T.L., 2005,
ApJ, 619, 379
[12℄ Corey G.C., MCourt F.R., 1983, J. Phys. Chem., 87, 2723
[13℄ Dore L., 2004, Caselli P., Beninati S., Bourke T., Myers P.C., Cazzoli, G., 2004, A&A, 413,
1177
[14℄ Flower D.R., 1999, MNRAS, 305, 651
[15℄ Gónzalez-Alfonso E. et Cerniharo J., 1993, A&A, 279, 506
[16℄ Gordy W., Cook R.L., 1984, Mirowave moleular spetra Tehniques of hemistry, vol 18
[17℄ Green S., Montgomery J.A., Thaddeus P., 1974, ApJ, 193, L89
[18℄ Green S., 1975, ApJ, 201, 366
[19℄ Greve A., Kramer C., Wild W., A&A Suppl. Ser., 133, 271
[20℄ Havenith M., Zwart E., Leo Meerts W. et ter Meulen J.J., 1990, J. Chem. Phys., 93, 8446
[21℄ Keto E., Rybiki G. B., Bergin E. A. et Plume R., 2004, ApJ, 613, 555
[22℄ Launay J.M., 1980, Chem. Phys. Lett., 72, 152
[23℄ Monteiro T.S., 1985, MNRAS, 214, 419
[24℄ Neufeld D.A., Green S., 1994, ApJ, 432, 158
[25℄ Roberts H., Herbst E. and Millar T.J., 2003, ApJ, 591, L41
[26℄ Tafalla M., Myers P.C., Caselli P., Walmsley C.M., 2004, A.&A., 416, 191
146 BIBLIOGRAPHIE
[27℄ Thaddeus P., Turner B.E., 1975, ApJ, 201, 25
[28℄ Tiné S., Roue E., Falgarone E., Gerin M., Pineau des Forêts G., 2000, A&A, 356, 1039
[29℄ Turner B.E., 1974, ApJ, 211, 755
[30℄ Turner B.E., Thaddeus P., 1977, ApJ, 193, L83
[31℄ WardThompson D., Sott P.F., Hills R.E., André P., 1994, MNRAS, 268, 276
[32℄ WardThompson D., Motte F. and André P., 1999, MNRAS, 305, 143
147
Quatrième partie
La moleule H2O
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Chapitre 8
Struture rotationnelle de H2O
8.1 Approximation du rotateur rigide
An de dérire les niveaux d'énergie d'une moléule, on utilise en général un repère artésien
assoié à la moléule, dit repère moleularxed (MF), dont l'origine est située au entre de masse
de la moléule et pour lequel l'orientation des axes tourne ave ellei. Le hoix de l'orientation des
axes est à priori arbitraire bien que ertains hoix permettent de simplier la desription des états
d'énergie de la moléule. On introduit pour ela les moments prinipaux d'inertie dont les valeurs
dénissent le degré d'asymétrie de la moléule et dont dérivent les états d'énergie.
8.1.1 Moments prinipaux d'inertie
Le tenseur d'inertie IXY Z d'une moléule déni dans un repère spaexed ( ~X, ~Y , ~Z) dont
l'origine est située au entre de masse de la moléule est [22℄ :
IXY Z =

 IXX IXY IXZIY X IY Y IY Z
IZX IZY IZZ


(8.1)
Les omposantes de e tenseur sont dénies suivant :
Iαα =
∑
i
mi
(
β2i + γ
2
i
)
(8.2)
Iαβ = Iβα = −
∑
i
miαiβi (8.3)
où σ = {α, β, γ} est l'ensemble des permutations de S = {X,Y,Z} et où les oordonnées de la
partiule i de masse mi sont (αi, βi, γi). Il est toujours possible de dénir une orientation du réfé-
rentiel dans laquelle le tenseur d'inertie est diagonal : ette représentation dénit alors un référentiel
Moleularxed (~a,~b,~c) dit référentiel prinipal d'inertie et la transformation aratérisant e repère
par rapport au référentiel SF est l'opérateur qui diagonalise IXY Z . Les valeurs propres Ia, Ib et Ic
sont alors appelées moments prinipaux d'inertie et vérient : Ia ≤ Ib ≤ Ic.
Dans la suite, on se plaera systématiquement dans un repère MF (~x, ~y, ~z) dont la diretion de
haun des axes oïnide ave la diretion de l'un des axes du repère prinipal d'inertie (~a,~b,~c). La
orrespondane une à une entre les axes des repères (~x, ~y, ~z) et (~a,~b,~c) est ensuite hoisie, d'une
part, en fontion de la géométrie de la moléule et, d'autre part, en fontion des symétries qu'elle
présente.
8.1.2 Classiation et énergies des diérentes lasses de rotateurs
Dans le repère prinipal d'inertie, le Hamiltonien de la moléule est [22℄ :
Hˆint = A ˆ 2a +B ˆ 2b + C ˆ 2c =
1
2
(A+ C) ˆ 2 +
1
2
(A− C) Hˆ(κ) (8.4)
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où les onstantes de rotation A, B et C sont dénies à partir des moments prinipaux d'inertie :
A = 1/(2Ia) , B = 1/(2Ib) et C = 1/(2Ic), et où ˆα est le moment de rotation par rapport à l'axe
α ∈ {~a,~b,~c}. Dans ette dernière expression, on a de plus fait apparaître le moment total vériant
ˆ 2 =
∑
α ˆ
2
α. On a dénit le Hamiltonien réduit Hˆ(κ) suivant :
Hˆ(κ) = ˆ 2a + κ ˆ 2b − ˆ 2c ave κ =
2B −A− C
A− C (8.5)
où le oeient κ aratérise le degré d'asymétrie de la moléule. Le Hamiltonien Hˆint ommute
ave les opérateurs ˆ 2 et ˆZ (respetivement assoiés aux nombres quantiques j et m) où e dernier
opérateur est déni par rapport à un référentiel SF. Cei permet de montrer que de manière générale,
les fontions propres doivent être de la forme [22℄ :
Wjm(φ, θ, χ) = 1
2π
e
imφFjm(θ, χ) (8.6)
où rˆ = (φ, θ, χ) sont les angles d'Euler aratérisant la transformation qui permet de passer du
référentiel SF au référentiel MF (~x, ~y, ~z). An de aratériser la fontion Fjm(θ, χ), il est néessaire
z2
z 1
1y
x
z
a
b
c
y
a
b
c
=
y2
2x
a
b
c
1x
ii)i)
iii)
φ
χ
θ
Figure 8.1  Desription de la transformation permettant de passer du référentiel SF au référentiel MF.
Les 3 rotations suessives sont aratérisées par les angles d'Euler (φ, θ, χ) transformant le référentiel
SF ( ~X, ~Y , ~Z) suessivement en (~x1, ~y1, ~z1), (~x2, ~y2, ~z2) puis (~a,~b,~c). Les rotations sont eetuées par
rapport à ~z, puis ~y1 et ~z2.
de dénir un observable supplémentaire Aˆ tel que Hˆint, ˆ 2, ˆZ et Aˆ forment un ECOC. Cei n'est
possible que sous ertaines onditions sur les moments prinipaux d'inertie. En eet, en rappelant
la règle de ommutation "anormale" présente dans le as d'un référentiel tournant :
[ˆα, ˆβ ] = −i~ ǫ ˆγ (8.7)
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où σ = {α, β, γ} appartient aux permutations de l'ensemble S = {a, b, c}, et où ǫ = 1 si la permu-
tation est irulaire et vaut −1 dans le as ontraire. On trouve alors :
[Hˆint, ˆα] = i~ ǫ
(
1
2Iβ
− 1
2Iγ
)
(ˆβ ˆγ + ˆγ ˆβ) (8.8)
A partir de ette relation, on voit qu'il sut qu'il y ait 2 des moments prinipaux d'inertie égaux pour
que l'on aît un opérateur supplémentaire qui ommute ave Hˆint. On hoisit alors le référentiel MF
(~x, ~y, ~z) de telle manière que l'opérateur ˆz ommute ave Hˆint. On assoie de plus à et opérateur le
nombre quantique K. Comme il est disuté dans l'annexe A, on sait que les fontions de WignerD
sont des fontions propres ommunes aux opérateurs ˆ 2, ˆZ et ˆz et on dénit don les fontions
propres de Hˆint suivant :
WjKm(φ, θ, χ) =
√
[j]
8π2
D j ∗mK(φ, θ, χ) =
√
[j]
8π2
eiKχ d j ∗mK(θ) e
imφ
(8.9)
Dans ette dernière expression, on utilise la déomposition de la fontion de WignerD faisant in-
tervenir la fontion de Wignerd [52℄ : ei sera utile par la suite lorsque l'on disutera les symétries
de la fontion d'onde. Notons de plus que la dénition des fontions d'onde, qui est elle adoptée
par Edmonds, n'est pas unique dans le sens où la phase de la fontion d'onde est ii xée arbitrai-
rement. Suivant les auteurs, ette fontion d'onde peut don être dénie ave une phase diérente,
en hoisissant par exemple D jmK(rˆ) ou D
j
Km(rˆ) [44℄.
On distingue ensuite la géométrie des moléules en fontion des valeurs prises par les diérents
moments prinipaux d'inertie. On parle alors de toupie :
 sphérique si Ia = Ib = Ic
 symétrique oblate si Ia = Ib < Ic et prolate si Ia < Ib = Ic
 asymétrique si Ia < Ib < Ic
Pour es diérentes symétries, les valeurs des niveaux d'énergie sont obtenues en onsidérant les
éléments de matrie sur la base des fontions W jKm ≡ 〈rˆ|jKm〉 [22℄ :
〈jKm|ˆ 2|jKm〉 = ~2j(j + 1) (8.10)
〈jKm|ˆ 2z |jKm〉 = ~2K2 (8.11)
〈jKm|ˆ 2y |jKm〉 = 〈jKm|ˆ 2x |jKm〉 =
~2
2
[
j(j + 1)−K2] (8.12)
〈jKm|ˆ 2y |jK ± 2m〉 = −〈jKm|ˆ 2x |jK ± 2m〉 (8.13)
=
~2
4
{[j(j + 1)−K(K ± 1)] [j(j + 1)−K(K ± 1)(K ± 2)]} 12
Toupie spherique
Pour e type de moléules (e.g. CH4, C60), les niveaux d'énergie sont indépendants du nombre
quantique K. A partir des relations préédentes, on voit en eet que euxi sont donnés par :
〈jKm|Hˆint|jK ′m〉 = ~2 (A+B + C) j(j + 1) δKK ′ (8.14)
Il n'y a don qu'un unique niveau d'énergie assoié au nombre quantique j.
Toupie symetrique
On renontre généralement e type de géométrie pour une moléule lorsque ellei possède un
axe de symétrie de révolution
1
du groupe Cn ave n ≥ 3. C'est par exemple le as des moléules
1
On parle de groupe de symétrie Cn lorsqu'il existe une axe par rapport auquel, n rotations suessives de 2π/n
laisse la géométrie du système invariante.
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NH3, CH3OH, H3O
+
...
Pour e type de moléules, on a κ = 1 pour une toupie oblate et κ = −1 pour une toupie prolate,
e qui permet d'érire le Hamiltonien réduit donné par l'expression 8.5 suivant :
Hˆ(κ) = ˆa ± ˆb − ˆc (8.15)
Pour es deux as, on hoisit un référentiel MF (~x, ~y, ~z) où l'axe ~z est l'axe de symétrie de la
moléule : l'axe c dans le as oblate et l'axe a dans le as prolate. On pourra par exemple hoisir
l'orientation du repère (~x, ~y, ~z), dans lequel on note les onstantes de rotation X, Y et Z, pour que
l'on ait la orrespondane : X,Y,Z = A,B,C dans le as oblate et X,Y,Z = B,C,A dans le as
prolate. Le Hamiltonien et les niveaux d'énergie sont alors donnés par :
Hˆint = Y ˆ 2 + (Z − Y )ˆ 2z
⇒ 〈j ±Km|Hˆint|j ±Km〉 = ~2
[
Y j(j + 1) + (Z − Y )K2] (8.16)
A partir de ette relation, on onstate que les énergies assoiées aux états |jKm〉 et |j −Km〉 sont
identiques. Don, pour haque nombre quantique j, il existe j + 1 niveaux d'énergies distints.
Notons que si l'on inverse les oordonnées de haun des noyaux de la moléule, on obtient
un système équivalent d'un point de vue physique. Don, ette indisernabilité implique que les
fontions d'onde dérivant les états de la moléule doivent être invariantes lors d'une telle transfor-
mation et, ei doit se traduire par une invariane lors de l'ation de l'opérateur parité Π : ~r → −~r.
Or, les fontions d'onde dénies suivant l'expression 8.9 ne vérient pas ette propriété. En règle
générale, l'inversion de l'ensemble des oordonnées des noyaux d'une moléule transforme un trièdre
diret en un trièdre indiret. Il n'existe alors pas de forme simple permettant de dérire l'opéra-
teur Π. Néanmoins, dans le as partiulier où l'on suppose que la moléule possède un plan de
symétrie, l'ation de Π revient à eetuer une rotation suivie d'une réetion par rapport au plan
de symétrie [52; 24℄. La ombinaison de es transformations modie les angles d'Euler suivant
(φ, θ, χ) → (φ + π, π − θ, π − χ). En onsidérant l'expression des fontions d'ondes donnée par
l'équation 8.9, on voit alors que l'ation de l'opérateur parité est :
ΠWjKm(φ, θ, χ) =
√
[j]
8π2
(−1)j+K e−iKχ d j ∗m−K(θ) eimφ
= (−1)j+KWj−Km(φ, θ, χ) (8.17)
où l'on a utilisé le fait que d j ∗mK(π − θ) = (−1)j+m d j ∗m−K(θ). Ce as est similaire à elui qui est
présenté dans l'annexe F, et les fontions adaptées en parité et normées sont don données par :
W ǫjK¯m(rˆ) =
1√
2(1 + δK¯ 0)
(WjK¯m(rˆ) + ǫ′Wj−K¯m(rˆ)) (8.18)
ave ǫ′ = (−1)j+K¯ ǫ où ǫ = ±1 est la parité de la fontion d'onde, et où K¯ = |K|.
Toupie asymetrique
Ce type de moléule est de loin le plus répandu et l'on itera par exemple les as de H2CO,
CH2OH et H2O. Pour ette dernière moléule, on notera ependant que l'approximation du rotateur
rigide n'est pas valable si l'on herhe à dérire préisément les niveaux d'énergie en raison des eets
de distortion entrifuge. Le as de H2O sera plus amplement disuté par la suite.
Pour e type de moléule, il n'existe plus de omposante du moment ˆ ommutant ave le
Hamiltonien Hˆint. Cei implique que d'une part, les seuls "bons" nombres quantiques sont j et m
et que d'autre part, il n'est plus possible de dérire analytiquement les fontions propres, omme
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dans les as préédents. Du fait qu'auun des axes du référentiel prinipal d'inertie de la moléule
n'est privilégié, le hoix de l'orientation des axes du référentiel MF par rapport aux axes prinipaux
d'inertie est arbitraire. Il existe alors 6 hoix possibles pour l'orientation du repère (~x, ~y, ~z) qui
amènent tous à une desription équivalente. L'indexation orrespondant à es diérents hoix est
donnée dans la Table 8.1 [22℄ .
I
r
II
r
III
r
I
l
II
l
III
l
x b  a  a b
y  a b b  a
z a b  a b 
F
1
2(κ− 1) 0 12 (κ+ 1) 12(κ− 1) 0 12 (κ+ 1)
G 1 κ −1 1 κ −1
H −12(κ+ 1) 1 12 (κ− 1) 12(κ+ 1) −1 −12(κ− 1)
Table 8.1  Nomenlature des représentations pour les diérents hoix possibles de l'orientation du
référentiel MF (~x, ~y, ~z) par rapport au référentiel prinipal d'inertie (~a,~b,~c). Pour es diérents hoix
sont données les valeurs des onstantes F , G et H apparaissant dans l'expression des niveaux d'énergie
d'une toupie asymétrique dans l'approximation du rotateur rigide [22℄.
An d'indexer les états d'énergie d'une moléule asymétrique, on se réfère au as des toupies
symétriques (notation de King). Supposons que l'on s'intéresse à une moléule asymétrique dont
les moments prinipaux sont Ia, Ib et Ic. Considérons ensuite les valeurs que l'on obtiendrait pour
les niveaux d'énergie, dans le as d'une hypothétique toupie symétrique pour laquelle on xerait
tout d'abord le moment Ib à la valeur Ib = Ia, puis dans un seond temps à la valeur Ib = Ic (soit,
respetivement, κ = 1 et κ = −1). On repère alors les niveaux respetifs par les pseudonombres
quantiques K− et K+. En dénissant τ = K−−K+, on obtient alors que l'énergie Ejτ de la moléule
asymétrique vérie : EjK− ≤ Ejτ ≤ EjK+. Cette notation présente de plus l'intérêt que la symétrie
des états de la moléule peut être déduite des parités des pseudonombres quantiques K− etK+ [22℄.
An de déterminer les niveaux d'énergie, on développe les fontions propres sur la base des
fontions 8.9 suivant [22℄ :
W jτm(rˆ) =
∑
K
c jτK W jKm(rˆ) (8.19)
Les oeients c jτK sont obtenus en diagonalisant le Hamiltonien Hˆint, qui est onstruit sur la
base des états WjKm(rˆ) ≡ 〈rˆ|jKm〉. Les termes de ouplage non nuls entre es diérents états se
déduisent des expressions 8.10 à 8.13. On voit que euxi sont obtenus lorsque : K ′−K = 0,±2, e
qui implique que dans le développement 8.19, les oeients cjτK seront non nuls uniquement pour
une parité donnée de K. Les termes de ouplage sont donnés par :
〈jKm|Hˆint|jK ′m〉 = ~
2
2
(A+ C) j(j + 1) δKK ′ +
1
2
(A− C) 〈jKm|Hˆ(κ)|jK ′m〉︸ ︷︷ ︸
EjKK ′(κ)
(8.20)
ave :
EjKK(κ) = F
[
j(j + 1)−K2]+GK2 (8.21)
EjKK±2(κ) =
1
2
H {[j(j + 1)−K(K ± 1)] [j(j + 1)−K(K ± 1)(K ± 2)]} 12 (8.22)
Les oeients F ,G et H dépendent du hoix de l'orientation des axes du repère (~x, ~y, ~z) et, pour
les diérents hoix possibles, les valeurs de es oeients sont donnés dans la Table 8.1.
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ac
b
r=0.958 A
HOH = 104.48
Figure 8.2  Struture a l'equilibre de la moleule H2O et representation du repere prinipal d'inertie
(a, b, c).
Comme il a été dit préédemment, les fontions d'ondes doivent être invariantes lors de l'ation
de l'opérateur parité. Or, les fontions dénies suivant l'expression 8.19 ne sont pas fontions propres
de et opérateur. Compte tenu de e qui a été vu pour les toupies symétriques, on voit que si l'on
érit :
W jτm(rˆ) = c jτ0 W j0m(rˆ) +
∑
K¯≥1
(
c jτ
−K¯
W j−K¯m(rˆ) + c jτK¯ W jK¯m(rˆ)
)
=
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
(
c jτ
−K¯
W j−K¯m(rˆ) + c jτK¯ W jK¯m(rˆ)
)
(8.23)
et que l'on pose c jτ
−K¯
= ǫ′ c jτ
K¯
ave ǫ′ = (−1)j+K¯ ǫ, on obtient une expression adaptée en parité pour
les fontions d'onde. Cellesi sont alors données par :
W ǫjτm(rˆ) =
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
[
c jτ
K¯
(W jK¯m(rˆ) + ǫ′W j−K¯m(rˆ))] (8.24)
et ǫ est la parité de la fontion d'onde. Les oeients c jτ
K¯
sont ensuite déterminés pour que les
fontions W ǫjτm(rˆ) onstituent une base orthonormée.
8.2 Hamiltonien de H2O
Il a été vu dans la setion préédente que pour onstruire le Hamiltonien d'une moléule asy-
métrique, il est néessaire de se plaer dans un référentiel MF (~x, ~y, ~z) dont les axes oïnident en
diretion ave les axes du repère prinipal d'inertie (~a,~b,~c). Pour la moléule H2O, la Figure 8.2
représente la struture géométrique à l'équilibre ainsi que le repère prinipal d'inertie. Dans le as
de H2O, il est de plus néessaire de prendre en ompte la déformation de la géométrie de la moléule
dûe à la fore entrifuge an de représenter orretement la struture énergétique.
8.2.1 Statistique de spin : états ortho/para
Dans le moléule H2O, les deux noyaux d'hydrogène sont indisernables. La statistique de spin
appliquée à es noyaux implique que l'on doit onstruire une base de fontions d'ondes symétrisée
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par rapport à l'ation de l'opérateur permutation Pˆ12 (son ation orrespond à une permutation des
positions des deux noyaux d'hydrogène). Les fontions d'onde symétrisées sont alors des fontions
propres de Pˆ12.
La permutation des noyaux revient à eetuer une rotation de la moléule autour de l'axe
prinipale
~b. Si l'on se plae dans une représentation où l'axe ~z oïnide en diretion ave et axe, ei
se réperute par la transformation des angles d'Euler : (φ, θ, χ)→ (φ, θ, π−χ). Cette transformation
est en fait similaire à elle liée à l'ation de l'opérateur parité qui a été vue préédemment. Don,
les fontions d'ondes données par l'équation 8.18 sont déjà orretement symétrisées par rapport à
l'ation de Pˆ12. En eet :
Pˆ12W ǫjτm(rˆ) =
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
(−1)K¯
[
c jτ
K¯
{W j−K¯m(rˆ) + ǫ′W jK¯m(rˆ)}]
= (−1) j ǫ
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
[
c jτ
K¯
{W jK¯m(rˆ) + ǫ′W j−K¯m(rˆ)}] (8.25)
Les états de valeur propre +1 sont dits états para et eux dont la valeur propre est −1 sont dits
états ortho. Les états ortho orrespondent aux valeurs impaires de τ et les états para aux valeurs
paires.
8.2.2 Distortion entrifuge
Dans la setion préédente, il a été disuté de la desription des états énergétiques de moléules
dans le as où leurs géométries peuvent être onsidérées omme xes. Dans la pratique, ette ap-
proximation n'est valable que si les fores entrifuges liées à la rotation n'altèrent pas la struture
de la moléule : dans le as ontraire, il n'est plus possible de onsidérer que les moments d'inertie
de la moléule sont indépendants de l'état de rotation. Pour une moléule légère telle que H2O, les
eets de distortion entrifuge sont importants : euxi se aratérisent par une altération de la
longueur des liaisons OH et de l'angle ĤOH. Cette altération de la géométrie à l'équilibre dépend à
la fois de l'état de vibration de la moléule et de l'état de rotation.
An de rendre ompte de et eet, on érit le Hamiltonien de la moléule, pour un niveau
vibrationnel donné, suivant [48℄ :
Hˆint =
∑
p q r
hp q r
(
ˆ pa ˆ
q
b ˆ
r
c + ˆ
r
c ˆ
q
b ˆ
p
a
)
(8.26)
où p + q + r est pair. De ette formulation générale de l'expression du Hamiltonien, Watson [48℄
déduit une expression inluant les propriétés de symétrie que doit vérier Hˆint. L'expression obtenue
orrespond alors, à l'ordre 2, à l'expression donnée préédemment dans le as d'un rotateur rigide.
Les termes d'ordre supérieur, .-à-d. les termes anharmoniques aratérisant la distortion entrifuge,
introduisent une orretion à l'approximation du rotateur rigide : ette orretion rend notamment
ompte de la dépendane des moments d'inertie par rapport au niveau de rotation onsidéré.
Ce type de développement a été utilisé par Kyrö [28℄ an de déterminer le Hamiltonien eetif de
la moléule H2O. Le repère MF hoisi pour représenter le Hamiltonien orrespond à la représentation
Ir (f. Table 8.1) et des termes allant jusque l'ordre 12 sont inlus dans l'expression du Hamiltonien.
Celuii s'érit :
Hˆint =
6∑
n=1
Hˆ(2n)int (8.27)
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où les diérents termes sont donnés, en notant ˆ 2xy = ˆ
2
x − ˆ 2y , par :
Hˆ(2)int =
1
2
(B + C) ˆ 2 +
[
A− 1
2
(B + C)
]
ˆ 2z +
1
2
(B − C) ˆ 2xy (8.28)
Hˆ(4)int = −∆j ˆ 4 −∆jK ˆ 2 ˆ 2z −∆K ˆ 4z − 2δj ˆ 2 ˆ 2xy − δK
(
ˆ 2z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
2
z
)
(8.29)
Hˆ(6)int = Hj ˆ 6 +HjK ˆ 4 ˆ 2z +HKj ˆ 2 ˆ 4z +HK ˆ 6z + 2hj ˆ 4 ˆ 2xy + hjK ˆ 2
(
ˆ 2z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
2
z
)
+hK
(
ˆ 4z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
4
z
)
(8.30)
Hˆ(8)int = Lj ˆ 8 + LjK ˆ 4 ˆ 4z + LKKj ˆ 2 ˆ 6z + LK ˆ 8z + 2lj ˆ 6 ˆ 2xy + ljK ˆ 4
(
ˆ 2z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
2
z
)
lKj ˆ
2
(
ˆ 4z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
4
z
)
+ lK
(
ˆ 6z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
6
z
)
(8.31)
Hˆ(10)int = PKKj ˆ 2 ˆ 8z + PK ˆ 10z + pK
(
ˆ 8z ˆ
2
xy + ˆ
2
xy ˆ
8
z
)
(8.32)
Hˆ(12)int = GK ˆ 12z (8.33)
Les onstantes apparaissant dans es expressions ont été déterminées par Kyrö [28℄ en ajustant les
fréquenes de 368 transitions radiatives observées pour H2
16
O. Le nombre quantique rotationnel
maximum inlu lors de l'ajustement est j = 15 et, pour les niveaux de nombre quantique prinipal
supérieur à j = 11, les niveaux de plus haute énergie inlus sont : jτ = 119, jτ = 128, jτ = 133, jτ =
14−6 et jτ = 15−11. Pour l'ensemble des niveaux onsidérés, l'inertitude moyenne sur l'estimation
des énergies est de 1.3 10−3 m−1 (∼ 40 MHz). Les onstantes issues de l'ajustement sont données
dans la Table 8.2.
(2) (4) (6) (8)
A 27.8805998 ∆j 1.251801 10
−3 Hj 5.23416 10
−7 Lj −2.4777 10
−10
B 14.5216038 ∆jK −5.760005 10
−3 HjK −1.4047 10
−6 LjK −6.4727 10
−8
C 9.2777032 ∆K −3.244598 10
−2 HKj −1.71664 10
−5 LKKj 2.43077 10
−8
δj 5.073549 10
−4 HK −1.243105 10
−4 LK −7.32472 10
−7
δK 1.34563 10
−3 hj 2.63485 10
−7 lj −1.2650 10
−10
hjK −4.283 10
−7 ljK −8.875 10
−10
hK −3.1954 10
−5 lKj −7.096 10
−9
lK −2.9252 10
−7
≥ (10)
PKKj −6.855 10
−11
PK 2.45756 10
−9
pK 5.263 10
−10
GK −5.2415 10
−12
Table 8.2  Constantes du Hamiltonien de H2O determinees par Kyro [28℄.
Les valeurs des niveaux d'énergie pour les espèes ortho et para de H2O sont respetivement
données dans la Table 8.3 et la Table 8.4. Les énergies sont omparées aux énergies dans l'approxi-
mation du rotateur rigide, .-à-d. dans le as où les seuls termes retenus dans le Hamiltonien 8.27
sont les termes d'ordre 2 (soit n = 1). On onstate que les éarts sont globalement inférieurs ou
de l'ordre de 1% pour les niveaux dont l'énergie est inférieure à E . 1000 m−1 et que, omme
attendu, l'éart augmente ave le nombre quantique rotationnel j. Pour les niveaux de plus haute
énergie (.-à-d. E & 3000 m−1), des éarts importants sont observés : on onstate que pour er-
taines transitions il existe des éarts > 5% e qui orrespond à des diérenes de plusieurs entaines
de m
−1
.
La Figure 8.3 représente les niveaux d'énergie des espèes ortho et para pour l'ensemble des
niveaux de nombre quantique j ≤ 7. Sur ette gure, on remarquera que lorsque la valeur de j
augmente, les niveaux d'énergie orrespondant à dierentes valeurs de j sont intriqués : on voit
ainsi qu'en dehors des niveaux j = 1 et j = 2, deux niveaux d'énergie onséutifs ne orrespondent
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pas obligatoirement à une même valeur de j. Par exemple, on voit que pour l'espèe ortho, entre
300 et 500 m
−1
, il existe des niveaux issus de j =4, 5 et 6.
Cette aratéristique qui est généralisable à l'ensemble des toupies asymétriques est à l'origine
de la rihesse et de la omplexité des spetres observés pour es moléules.
Figure 8.3  Représentation des niveaux d'énergie des espèes ortho et para de H2O pour les niveaux
de nombre quantique prinipal j ≤ 7. Pour haque valeur de j est indiquée la valeur de τ orrespondant
au niveau de plus basse énergie. Pour un même j et pour une symétrie de la moléule, deux niveaux
onséutifs en énergie orrespondent à la variation ∆τ = +2.
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Energie (m
−1
) Energie (m
−1
)
j τ n = 6 n = 1 Di (%) j τ n = 6 n = 1 Di (%)
1 0 37.1371 37.1583 0.1 2 -2 70.0907 70.1324 0.1
2 0 95.1757 95.2447 0.1 2 2 136.1641 136.5872 0.3
3 -2 142.2783 142.3304 0.0 3 0 206.3013 206.7196 0.2
4 -4 222.0529 222.3092 0.1 4 -2 275.4971 276.0970 0.2
3 2 285.2200 287.3390 0.7 4 0 315.7792 316.5767 0.3
5 -4 326.6256 326.9703 0.1 4 2 383.8427 385.9181 0.5
5 -2 416.2088 417.1170 0.2 6 -6 446.6972 447.4114 0.2
4 4 488.1349 494.7122 1.3 5 0 503.9682 506.2721 0.5
6 -4 542.9070 544.9127 0.4 7 -6 586.4800 587.5579 0.2
6 -2 602.7742 605.7365 0.5 5 2 610.1151 616.4812 1.0
6 0 661.5492 665.0407 0.5 7 -4 709.6093 712.0385 0.3
5 4 742.0729 757.7303 2.1 8 -8 744.0649 745.7791 0.2
6 2 757.7810 764.3976 0.9 7 -2 816.6951 820.9398 0.5
8 -6 882.8923 886.9553 0.5 6 4 888.6334 903.7970 1.7
9 -8 920.2115 922.7262 0.3 7 0 927.7451 935.2729 0.8
8 -4 982.9136 990.4042 0.8 6 6 1045.0575 1076.5292 3.0
8 -2 1050.1591 1059.1660 0.9 7 2 1059.6483 1074.9202 1.4
9 -6 1080.3872 1085.5435 0.5 10 -10 1114.5338 1118.1566 0.3
8 0 1131.7772 1141.9036 0.9 7 4 1216.1909 1246.7634 2.5
9 -4 1216.2330 1224.9441 0.7 8 2 1255.9137 1272.2399 1.3
10 -8 1293.0197 1300.2537 0.6 11 -10 1327.1190 1332.1631 0.4
9 -2 1340.8865 1353.2711 0.9 7 6 1394.8142 1451.0894 4.0
8 4 1411.6442 1442.0899 2.2 10 -6 1437.9703 1451.4196 0.9
9 0 1474.9829 1493.5772 1.3 11 -8 1525.1369 1534.4592 0.6
10 -4 1538.1508 1557.5317 1.3 12 -12 1557.8454 1564.7136 0.4
8 6 1590.6924 1645.5287 3.4 10 -2 1616.4552 1637.4692 1.3
9 2 1631.2482 1662.7119 1.9 11 -6 1695.0708 1710.8606 0.9
10 0 1724.7075 1748.0398 1.4 12 -10 1774.6162 1786.7721 0.7
8 8 1789.0441 1881.4120 5.2 13 -12 1806.6720 1815.8207 0.5
9 4 1810.5860 1864.9686 3.0 11 -4 1843.0312 1865.0814 1.2
10 2 1875.4640 1909.5252 1.8 12 -8 1960.2092 1981.3568 1.1
11 -2 1985.7867 2014.0177 1.4 9 6 2009.8057 2100.0623 4.5
13 -10 2042.3730 2057.7755 0.8 10 4 2054.3718 2109.6842 2.7
14 -14 2073.5148 2085.4806 0.6 12 -6 2105.8682 2138.5220 1.6
11 0 2142.5996 2181.1723 1.8 12 -4 2205.6561 2246.2091 1.8
9 8 2225.4718 2367.4964 6.4 13 -8 2248.0682 2273.6043 1.1
10 6 2254.2857 2343.6662 4.0 12 -2 2300.6880 2342.2729 1.8
11 2 2321.8166 2379.8893 2.5 14 -12 2327.8815 2347.2520 0.8
15 -14 2358.3011 2373.6952 0.7 13 -6 2426.1980 2462.6683 1.5
12 0 2437.5023 2483.8501 1.9 10 8 2471.2546 2610.3634 5.6
11 4 2522.2646 2612.4371 3.6 14 -10 2550.8868 2582.7764 1.3
13 -4 2586.5340 2632.2692 1.8 12 2 2613.1078 2676.2794 2.4
15 -12 2631.2804 2655.2931 0.9 10 10 2701.8897 2909.3425 7.7
14 -8 2739.4266 2787.4055 1.8 11 6 2740.4201 2878.1467 5.0
13 -2 2748.1040 2803.2845 2.0 12 4 2813.5345 2906.6328 3.3
14 -6 2880.8433 2946.4582 2.3 13 0 2927.0804 2998.0878 2.4
11 8 2972.8330 3176.4296 6.8 12 6 3032.6894 3171.0323 4.6
13 2 3127.8098 3226.4742 3.2 12 8 3266.7609 3468.4047 6.2
Table 8.3  Niveaux d'énergie de paraH2O obtenues ave le Hamiltonien de Kyro [28℄ (olonne n = 6).
Les énergies obtenues sans onsidérer les eets de distortion entrifuge sont reportées dans la olonne
n = 1 ainsi que l'éart relatif entre les deux jeux de données.
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Energie (m
−1
) Energie (m
−1
)
j τ n = 6 n = 1 Di (%) j τ n = 6 n = 1 Di (%)
1 -1 23.7943 23.7993 0.0 1 1 42.3717 42.4022 0.1
2 -1 79.4963 79.5130 0.0 2 1 134.9018 135.3217 0.3
3 -3 136.7617 136.8890 0.1 3 -1 173.3656 173.5962 0.1
3 1 212.1561 212.6265 0.2 4 -3 224.8383 224.9929 0.1
3 3 285.4192 287.5367 0.7 4 -1 300.3621 300.9183 0.2
5 -5 325.3483 325.7878 0.1 4 1 382.5171 384.5832 0.5
5 -3 399.4581 400.6669 0.3 5 -1 446.5107 448.0948 0.4
6 -5 447.2528 447.8959 0.1 4 3 488.1084 494.6868 1.3
5 1 508.8121 511.2310 0.5 6 -3 552.9119 554.4365 0.3
7 -7 586.2445 587.3688 0.2 5 3 610.3418 616.7051 1.0
6 -1 648.9791 651.9676 0.5 7 -5 704.2157 707.1578 0.4
5 5 742.0761 757.7333 2.1 8 -7 744.1639 745.8504 0.2
6 1 756.7256 763.3239 0.9 7 -3 782.4112 787.3802 0.6
7 -1 842.3574 847.9827 0.7 8 -5 885.6018 889.2353 0.4
6 3 888.5995 903.7650 1.7 9 -9 920.1698 922.7000 0.3
7 1 931.2383 938.9388 0.8 8 -3 1006.1173 1012.2628 0.6
6 5 1045.0572 1076.5289 3.0 7 3 1059.8371 1075.1066 1.4
9 -7 1079.0815 1084.5460 0.5 10 -9 1114.5515 1118.1661 0.3
8 -1 1122.7100 1132.1049 0.8 9 -5 1201.9234 1212.2580 0.9
7 5 1216.1956 1246.7676 2.5 8 1 1255.1688 1271.4680 1.3
9 -3 1282.9207 1296.5732 1.1 10 -7 1293.6356 1300.6700 0.5
11 -11 1327.1114 1332.1597 0.4 9 -1 1360.2373 1374.6886 1.1
7 7 1394.8143 1451.0894 4.0 8 3 1411.6138 1442.0616 2.2
10 -5 1446.1302 1458.0598 0.8 9 1 1477.2996 1496.0998 1.3
11 -9 1524.8488 1534.2914 0.6 12 -11 1557.8487 1564.7148 0.4
10 -3 1581.3376 1597.9356 1.0 8 5 1590.6917 1645.5282 3.4
9 3 1631.3857 1662.8487 1.9 11 -7 1690.6659 1707.6529 1.0
10 -1 1718.7207 1741.2064 1.3 12 -9 1774.7511 1786.8378 0.7
8 7 1789.0441 1881.4120 5.2 13 -13 1806.6705 1815.8203 0.5
9 5 1810.5906 1864.9725 3.0 11 -5 1813.2241 1839.0459 1.4
10 1 1874.9754 1909.0038 1.8 11 -3 1899.0105 1928.8201 1.6
12 -7 1962.5096 1982.8176 1.0 11 -1 1998.9973 2029.7077 1.5
9 7 2009.8057 2100.0624 4.5 13 -11 2042.3094 2057.7503 0.8
10 3 2054.3484 2109.6626 2.7 14 -13 2073.5155 2085.4808 0.6
12 -5 2124.9530 2153.6481 1.4 11 1 2144.0476 2182.8312 1.8
9 9 2225.4718 2367.4964 6.4 13 -9 2246.8875 2272.9679 1.2
10 5 2254.2850 2343.6657 4.0 12 -3 2275.3753 2311.3495 1.6
11 3 2321.9090 2379.9830 2.5 14 -11 2327.9118 2347.2614 0.8
15 -15 2358.3007 2373.6952 0.7 13 -7 2414.7232 2454.6463 1.7
12 -1 2433.8027 2479.3130 1.9 10 7 2471.2546 2610.3634 5.6
11 5 2522.2684 2612.4402 3.6 13 -5 2533.7990 2586.5079 2.1
14 -9 2551.4888 2583.0444 1.2 12 1 2612.8039 2675.9407 2.4
13 -3 2629.3407 2685.4327 2.1 15 -13 2631.2657 2655.2897 0.9
10 9 2701.8897 2909.3425 7.7 11 7 2740.4202 2878.1468 5.0
14 -7 2746.0236 2791.3671 1.7 13 -1 2756.4156 2814.1078 2.1
12 3 2813.5181 2906.6175 3.3 15 -11 2872.2808 2910.9442 1.3
13 1 2927.9435 2999.1454 2.4 11 9 2972.8330 3176.4296 6.8
12 5 3032.6889 3171.0318 4.6 13 3 3127.8681 3226.5356 3.2
Table 8.4  Idem que la Table 8.3 pour orthoH2O.
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Eléments de matrie du Hamiltonien
Le alul des fontions propres et valeurs propres du Hamiltonien Hˆint s'eetue en onsidérant
un développement sur la base des fontions données par l'expression 8.9. An de déterminer les
éléments de matrie pour les termes d'ordre > 2, on utilise la relation de fermeture. En notant Aˆ
l'un quelonque des opérateurs ˆ2, ˆ2x, ˆ
2
y ou ˆ
2
z, on voit que, pour n > 1 et en appliquant n − 1
relations de fermeture, on a :
〈jK ′m|Aˆn|jKm〉 =
∑
K1, ...,Kn−1
n∏
i=1
〈jKim|Aˆ|jKi−1m〉 (8.34)
ave Kn ≡ K ′ et K0 ≡ K. A partir des expressions 8.10 à 8.13 donnant les éléments de matrie des
opérateurs ˆ2, ˆ2x, ˆ
2
y et ˆ
2
z, on voit que seuls les opérateurs ˆ
2
x et ˆ
2
y ouplent des états orrespondant
à des valeurs de K diérentes. Les états ouplés vérient de plus K ′−K = 0,±2. Don, dans le as
où Aˆ ∈ {ˆ2, ˆ2z}, on voit que les éléments de matrie dénis suivant 8.34 sont donnés par :
〈jK ′m|Aˆn|jKm〉 =
∑
K1, ...,Kn−1
n∏
i=1
(
〈jKim|Aˆ|jKi−1m〉 × δKiKi−1
)
= 〈jKm|Aˆ|jKm〉n × δK ′K (8.35)
En onsidérant l'expression de Hˆint on voit que les opérateurs ˆ2x et ˆ2y n'apparaissent qu'à l'ordre 2.
Don, les éléments de Hˆint sont non nuls entre des états vériant K ′−K = 0,±2, et sont donnés par
le éléments de l'opérateur ˆ 2n ˆ 2mz ˆ
2p
α ave α ≡ x, y et p = 0, 1. En utilisant à nouveau la relation
de fermeture et en utilisant l'expression 8.35, on obtient :
〈jK ′m|ˆ 2n ˆ 2mz ˆ 2pα |jKm〉 = 〈jK ′m|ˆ 2|jK ′m〉n × 〈jK ′m|ˆ 2z |jK ′m〉m
×〈jK ′m|ˆ 2α|jKm〉 p (8.36)
Cette relation et les relations 8.10 à 8.13 permettent de aluler l'ensemble des éléments de ouplage
du Hamiltonien Hˆint qui, rappelons le, est déni dans la représentation Ir. En diagonalisant e
Hamiltonien on obtient d'une part les oeients cjτ
K¯
de l'expansion des fontions d'ondes 8.24 et,
d'autre part, les valeurs des niveaux d'énergie. Ces dernières sont indépendantes de la représentation
adoptée e qui n'est pas la as des oeients cjτ
K¯
.
8.2.3 Rotation du referentiel
Il a été dit préédemment que le hoix de l'orientation des axes du référentiel MF n'était pas
imposé par des onsidérations sur la symétrie de la moléule : il existe alors 6 hoix possibles pour
l'orientation du repère (~x, ~y, ~z) par rapport au référentiel prinipal d'inertie (~a,~b,~c). L'ensemble
de es hoix amène bien entendu à la même détermination des énergies des niveaux rotationnels
mais, l'expression des fontions propres assoiées, dépend du hoix de l'orientation du repère MF.
En partiulier, lors du traitement de la dynamique de la ollision H2O  H2, les fontions d'onde
doivent être exprimées dans la représentation IIr qui est elle dans laquelle est exprimée la surfae
d'énergie potentielle.
Le hangement d'une représentation i) vers une représentation ii) se fait en onsidérant la
transformation unitaire :
W ǫj Ωm(rˆ) =
∑
K
DjK Ω(Rˆ)W ǫjKm(rˆ′) (8.37)
où Rˆ = (α, β γ) représente les angles d'Euler de la rotation transformant i) en ii) et où les oor-
données angulaires rˆ′ et rˆ sont respetivement exprimées par rapport aux représentations i) et ii).
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En eetuant le parallèle ave e qui a été vu à la setion 1.3 (f. éq. 1.81 et 1.82), on voit que les
éléments de matrie entre es deux représentations sont liés par la relation :
MjmΩ′ Ω =
∑
K ′K
Dj ∗K Ω(Rˆ)D
j
K ′ Ω′(Rˆ)MjmK ′K (8.38)
Don pour obtenir le développement des fontions d'onde dans la représentation IIr à partir
du Hamiltonien de Kyrö donné dans la représentation Ir, on applique la relation préédente aux
éléments de matrie dénis par les expressions 8.36 et les expressions 8.10 à 8.13. Les angles d'Euler
permettant de passer de la représentation Ir à la représentation IIr sont α = 0 et β = γ = π/2.
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Dans un référentiel SF ( ~X, ~Y , ~Z) lié au entre de masse de la moléule, les fores de raie s'ex-
priment [22℄ :
S(j′τ ′ → jτ) =
∑
β=X,Y,Z
∑
mm′
∣∣〈j′τ ′m′|µβ|jτm〉∣∣2 (8.39)
où µβ est la omposante de l'opérateur moment dipolaire suivant l'axe β. An de déterminer les
éléments de matrie du moment dipolaire, il est ommode de se plaer dans un référentiel MF : si
l'on néglige les eets introduits par la vibration, les omposantes du moment dipolaire peuvent alors
êtres onsidérées onstantes suivant les axes prinipaux d'inertie. Le alul des fores de raies, dans
ette approximation et pour les toupies symétriques et asymétriques, est présenté en Annexe F.
Les oeients d'Einstein d'émission spontanée se déduisent ensuite des fores de raie
S(j′τ ′ → jτ) par la relation [22℄ :
Aj′τ ′→jτ =
64π4
3hc3[j′]
ν3j′τ ′→jτ S(j
′τ ′ → jτ) (8.40)
Dans le as d'une toupie asymétrique, les propriétés de symétrie du moment dipolaire imposent
que haque transition radiative n'est dûe qu'à l'une des omposantes µa, µb ou µc du moment dipo-
laire. Cei orrespond au fait que haune de es omposantes est liée à un hangement partiulier
de la symétrie de l'état de rotation de la moléule. Dans la notation de King, la symétrie des états
de rotation peut être repérée par la parité des pseudonombres quantiques K− et K+. Ainsi, les
diérents types de transitions vérient :
∆K− = pair ∆K+ = impair si µa 6= 0
∆K− = impair ∆K+ = impair si µb 6= 0
∆K− = impair ∆K+ = pair si µc 6= 0
(8.41)
et on parle alors de transitions de type a, b ou c.
An d'obtenir l'expression des fores de raie pour une toupie asymétrique, il est néessaire d'avoir
aès aux oeients du développement des fontions d'onde donné par l'équation 8.19. Il faut don,
dans un premier temps, onstruire le Hamiltonien de la moléule (ette étape n'est pas utile pour
les toupies symétriques). Si l'on se plae par exemple dans la onguration Ir, les fores de raie
pour les diérents types de transitions sont (f. Annexe F) :
 pour les transitions de "type a" :
S(j′τ ′ → jτ) = [j]µ2a
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK c
j′τ ′ ∗
K C
j′K
jK 1 0
∣∣∣∣∣
2
(8.42)
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 pour les transitions de "type b" :
S(j′τ ′ → jτ) = 1
2
[j]µ2b
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK
(
cj
′τ ′ ∗
K−1 C
j′K−1
j K 1−1 − cj
′τ ′ ∗
K+1 C
j′K+1
j K 1 1
)∣∣∣∣∣
2
(8.43)
 pour les transitions de "type c" :
S(j′τ ′ → jτ) = 1
2
[j]µ2c
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK
(
cj
′τ ′ ∗
K−1 C
j′K−1
j K 1−1 + c
j′τ ′ ∗
K+1 C
j′K+1
j K 1 1
)∣∣∣∣∣
2
(8.44)
La moléule H2O
Du fait de l'importane de ette moléule, un grand nombre d'études ont été onsarées à la
détermination préise des fréquenes de transition, à l'assignation de es fréquenes par rapport aux
états de la moléule et au alul des fores de raie. L'ensemble des travaux eetués rend ompte
d'un grand nombre de transitions rovibrationnelles. Une grande partie des résultats expérimentaux
et théoriques est aessible sur la base de données HITRAN
2
[39℄ et sur elle du JPL
3
. On trouvera
notamment sur es bases de données les référenes aux nombreux travaux à partir desquels elles sont
onstruites. An d'illustrer la omplexité et la rihesse du spetre de H2O, les oeients d'Einstein
Aul sont représentés sur la Figure 8.4 et onernent l'ensemble des transitions rovibrationnelles de
H
16
2 O disponibles sur la base HITRAN pour la gamme de fréquene 1 THz < ν < 35 THz.
Le moment dipolaire de la moléule H2O est entièrement suivant l'axe prinipal b. Sa valeur
est : µb = 1.8546 ± 0.0006 D [8℄. Les oeients d'Einstein déterminés à partir de la formule 8.43
sont donnés dans la Table 8.5, pour quelques transitions de paraH2O. L'ensemble des fréquenes
et des oeients d'Einstein aessibles à partir des paramètres fournis par Kyrö [28℄ est donné en
Annexe F. Ces résultats y sont de plus omparés aux résultats présents sur la base HITRAN.
En raison de l'importane des eets de distortion entrifuge, une desription préise du Ha-
miltonien rovibrationnel permet d'améliorer le alul des fréquenes et des fores de raie, par
omparaisons aux méthodes présentées préédemment. Pour la gamme de fréquene ouverte au
niveau de la Table 8.5, la grande préision des résultats présentés sur la base HITRAN provient
notamment des travaux réents eetués par Coudert et al. [9; 29; 15℄ : en dessous de 24 THz la
préision sur la détermination des fréquenes est de l'ordre de ∼ 3 MHz et au delà, elle est de l'ordre
de ∼ 30 MHz.
On onstate que l'éart entre les données issues des paramètres de Kyrö et les données de
HITRAN est en règle générale ompatible ave les estimations respetives des erreurs : en prenant
l'exemple de paraH2O, on onstate que sur la gamme 100 GHz < ν < 14.3 THz, on a 23/250
transitions présentant une variation de la fréquene supérieure a 60 MHz. Au delà, i.e. 14.3 THz
< ν < 42 THz, les éarts sont plus importants et on observe 44/143 transitions ave un éart > 60
MHz. L'eart maximum entre les deux jeux de fréquenes est renontré pour la transition 132− 126
et est de 235 MHz. On onstate de plus que les éarts les plus importants (de l'ordre de ∼ 100 MHz)
sont renontrés pour les transitions onernant les états de nombre quantique prinipal j > 12.
L'aord entre les oeients Aul est moins satisfaisant, en partiulier au delà de 14 THz : pour
la gamme 100 GHz < ν < 14.3 THz, 10/250 transitions présentent des éarts relatifs supérieurs à
20 % et, sur la gamme 14.3 THz < ν < 42 THz, 34/143 montrent des éarts supérieurs à 50 %.
Notons de plus que les éarts sont d'autant plus importants que les oeients d'Einstein sont faibles.
2
http ://fa-www.harvard.edu/HITRAN/
3
http ://spe.jpl.nasa.gov/
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Par omparaison entre les deux jeux de données, il apparaît que plusieurs transitions de ortho
et paraH2O, au delà de ν > 25 THz, ne sont pas présentes sur la base HITRAN (27 pour paraH2O
et 19 pour orthoH2O ). Les transitions absentes orrespondent en général à des transitions dont
les oeients d'Einstein prédits sont faibles (i.e. . 10−4 s−1) : l'erreur estimée est importante et
peut être aussi élevée qu'un fateur 45. Une détermination exhaustive des fréquenes de transitions
et des oeients d'Einstein pour les niveaux rotationnels de H2O de nombre quantique j ≤ 50 et
inluant plusieurs niveaux vibrationnels exités est donnée par Barber [2℄. Ce travail étend elui
eetué par Viti [47℄. Le alul est basé sur une méthode ab initio permettant un alul préis des
fontions d'ondes rovibrationnelles. La omparaison de es résultats ave les transitions référenées
sur HITRAN montre un bon aord pour les transitions ommunes aux deux jeux de données. Cette
liste inlut notamment les transitions "manquantes" dans les listes de l'Annexe F.
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(a) Transitions rotationnelles dans v = 000 − 000
(b) Transitions rotationnelles dans v 6= 000− 000
Figure 8.4  Coeients d'Einstein d'émission spontanée Aul pour les transitions rotationnelles de
l'isotope prinipal de H2O. La gure (a) indique les transitions dans le niveau vibrationnel fondamental
v = 000− 000 et la gure (b) indique les transitions rovibrationnelles entre niveaux exités. La gamme
de fréquene ouverte est 1 THz < ν < 35 THz et les valeurs sont issues de la base de données HITRAN.
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
3 -2 2 2 183.3002 183.3101 0.010 0.3582E-05 0.3631E-05 1.38
5 -4 4 0 325.1671 325.1531 -0.014 0.1135E-04 0.1161E-04 2.34
7 2 6 6 437.4183 437.3467 -0.072 0.1973E-04 0.2117E-04 7.28
6 2 5 4 470.9186 470.8891 -0.029 0.3274E-04 0.3440E-04 5.08
5 0 4 4 474.6717 474.6893 0.018 0.4606E-04 0.4764E-04 3.44
8 4 7 6 504.5513 504.4825 -0.069 0.2371E-04 0.2612E-04 10.16
9 4 8 8 645.8079 645.7661 -0.042 0.3994E-04 0.4558E-04 14.13
2 0 2 -2 752.0295 752.0331 0.004 0.7059E-02 0.7083E-02 0.33
10 6 9 8 863.8187 863.8608 0.042 0.7786E-04 0.9346E-04 20.03
9 -6 8 -2 906.2153 906.2060 -0.009 0.2065E-03 0.2184E-03 5.76
4 0 3 2 916.1412 916.1714 0.030 0.5581E-03 0.5686E-03 1.88
5 -2 4 2 970.3114 970.3153 0.004 0.8774E-03 0.8973E-03 2.27
2 -2 1 0 987.9247 987.9268 0.002 0.5838E-02 0.5872E-02 0.58
1 0 0 0 1113.3427 1113.3430 0.000 0.1842E-01 0.1852E-01 0.56
11 6 10 10 1155.1145 1155.1709 0.056 0.1518E-03 0.1961E-03 29.16
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
11 2 10 -6 26497.0459 26496.9915 -0.054 0.3411E-01 0.4416E-01 29.47
9 8 9 -2 26519.2014 26519.1693 -0.032 0.3622E-05 0.1101E-04 203.97
13 0 13 -10 26522.8592 26522.6774 -0.182 0.6908E-03 0.1477E-02 113.81
12 6 11 0 26684.2224 26684.3033 0.081 0.2599E+00 0.2958E+00 13.82
10 10 9 4 26720.6119 26720.6607 0.049 0.1994E-01 0.2222E-01 11.42
11 6 11 -4 26903.0445 26903.1075 0.063 0.1023E-03 0.1585E-03 54.99
8 8 8 -6 27165.7496 . . . . . . 0.2531E-06 . . . . . .
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 10 9 0 36781.7389 36781.7720 0.033 0.2181E-04 0.2729E-04 25.14
11 4 10 -8 36851.8353 36851.7822 -0.053 0.6110E-04 0.1093E-03 78.90
9 8 8 -4 37250.9597 . . . . . . 0.3724E-06 . . . . . .
11 8 10 0 37417.8635 37417.7538 -0.110 0.1492E-03 0.8042E-04 -46.10
11 8 11 -6 38306.3466 . . . . . . 0.6129E-06 . . . . . .
12 8 11 -2 38402.6403 . . . . . . 0.5919E-03 . . . . . .
11 6 10 -6 39046.4641 39046.5322 0.068 0.2597E-04 0.2629E-04 1.24
13 2 13 -12 39606.7157 . . . . . . 0.3109E-06 . . . . . .
10 6 9 -8 39994.5400 . . . . . . 0.3310E-06 . . . . . .
13 2 12 -10 40567.7236 40567.5155 -0.208 0.1686E-03 0.2257E-03 33.83
13 0 12 -12 41048.6326 41048.5076 -0.125 0.3349E-04 0.9278E-04 177.04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Table 8.5  Fréquenes de transition et oeients d'Einstein déterminés à partir du Hamiltonien de
Kyrö [28℄ et pour quelques transitions de paraH2O. Les valeurs alulées sont omparées à elles issues
de la base de données HITRAN.
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Chapitre 9
Dynamique ollisionnelle de H2O  H2
9.1 Théorie : dynamique toupie asymétrique  moléule linéaire
Au hapitre 1, il est disuté de l'établissement des équations de la dynamique pour le as des ol-
lisions entre deux moléules possédant un moment de rotation. Les équations sont alors développées
dans le as partiulier où les deux moléules sont des moléules linéaires. Dans le as présent où l'une
des moléules est une moléule asymétrique, deux modiations sont à apporter au Hamiltonien du
système : l'expression du Hamiltonien de rotation de la moléule et elle du potentiel d'interation.
Les Hamiltoniens des diérents types de toupies et dans l'approximation du rotateur rigide ont
été présentés à la setion préédente. Dans le as partiulier de H2O, les eets de la distortion entri-
fuge entraînent des hangements importants dans l'évaluation des niveaux d'énergie et des fontions
d'onde assoiées. Le Hamiltonien eetif de Kyrö [28℄ prenant en ompte les eets de distortion
entrifuge et utilisé dans le as présent est dérit à la setion préédente. Dans le as des ollisions
entre deux moléules linéaires, le potentiel d'interation dépend de 4 degrés de liberté (dans un
référentiel BodyFixed). Dans le as présent, l'orientation de la moléule asymétrique par rapport
à un repère Spaexed est dénie par 3 angles (au lieu de 2 dans le as d'une moléule linéaire) et
le potentiel d'interation est don dérit par rapport à 5 degrés de liberté.
Le Hamiltonien du système ollisionnel est :
Hˆ = − ~
2
2µr
∂2
∂r2
r +
lˆ2
2µr2
+Hint + ˆ
2
2
2I2
+ Vˆint(~r, ρˆ1, ρˆ2) (9.1)
où Hint est le Hamiltonien de H2O et où ρˆ1 ≡ (α, β, γ) désigne les angles d'Euler dont dépendent
les fontions propres de Hint. Les autres quantités apparaissant dans ette équation ont la même
signiation qu'à la setion 1.2.2.
An d'obtenir l'expression de l'équation gouvernant le omportement radial, on adopte un déve-
loppement en ondes partielles, .-à-d. que l'on utilise la base des fontions propres du Hamiltonien
Hint pour exprimer les solutions de Hˆ. Les fontions propres de Hint sont obtenues à partir de elles
des toupies symétriques (f. éq. 8.9 et 8.19). L'expression de es dernières qui est donnée à la setion
préédente orrespond à la onvention de Edmonds (qui est la plus ouramment utilisée). Dans le
as présent, nous utilisons une autre onvention pour les fontions d'ondes des toupies symétriques
qui est elle de Silver : préédemment, l'exitation de H2O par ollision ave H2 a été étudiée par
Phillips [34; 35℄ ave ette dernière onvention et nous adoptons don ellei an de simplier la
omparaison. Nous dénissons don les fontions d'ondes des toupies symétriques suivant :
W jKm(Rˆ) =
√
[j]
8π2
D jKm(Rˆ) (9.2)
et la fontion d'onde adaptée en parité est :
W ǫj1τ1m1(Rˆ) =
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
[
c j1τ1
K¯
(
W j1K¯m1(Rˆ) + ǫ′j1 τ1W j1−K¯m1(Rˆ)
)]
(9.3)
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Notons que omme il a été vu à la setion 8.1, les oeients c jτ
K¯
apparaissant dans ette expression
sont non nuls uniquement pour une parité donnée de K¯. De plus, la onsidération de la statistique de
spin appliquée aux noyaux d'hydrogène de H2O montre que ette fontion d'onde est orretement
symétrisée par rapport à l'éhange des deux noyaux d'hydrogène. On dénit ensuite, sur la base des
fontions propres du Hamiltonien interne, les fontions angulaires (f. éq. 1.28) :
YJM ǫα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
m1m2
m12ml
Cj12m12j1m1 j2m2 C
JM
j12m12 l ml
W ǫj1τ1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)Ylml(rˆ) (9.4)
où l'index α est utilisé an de désigner l'ensemble des (pseudo)nombres quantiques j1, τ1, j2 et j12.
La proédure amenant à l'équation radiale est ensuite similaire à elle présentée à la setion 1.2.2.
En adoptant le développement en ondes partielles :
ΦJM ǫα l (~r, ρˆ1, ρˆ2) =
1
r
∑
α′l′
ΨJα′l′;α l(r)YJMǫα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) (9.5)
on obtient l'équation radiale :[
∂2
∂r2
+ k2j′′1 τ ′′1 j′′2
− l
′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJα′′l′′;α l(r) =
∑
α′l′
〈
α′′l′′;Jǫ |U |α′l′;Jǫ〉ΨJα′l′;αl(r) (9.6)
ave les termes de ouplage par le potentiel dénis par :
〈
α′′l′′;Jǫ |U |α′l′;Jǫ〉 = 2µ
~2
∫∫∫
YJMǫ ∗α′′l′′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint YJMǫα′l′ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ (9.7)
An de résoudre le système d'équations orrespondant à la relation 9.6, on impose que le ompor-
tement asymptotique de la fontion d'onde vérie (f. éq. 1.58) :
ΨJα′l′;α l(r) ∼r→∞ δαα′ δll′ e
−ikαr − i−l−l′
√
kα
kα′
SJα′l′;α l e
ikα′r
(9.8)
et l'amplitude de diusion est alors donnée par (f. éq. 1.66) :
f(j′1τ
′
1m
′
1j
′
2m
′
2; j1τ1m1j2m2|rˆ) = (9.9)∑
j12 l
j′12 l
′
∑
J M
ml′m
′
12
il−l
′
√
π
kαkα′
[l]
1
2 Cj12m1+m2j1m1 j2m2 C
J M
j12m1+m2 l 0C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′m′l
T Jα′l′;α lYl′m′l(rˆ)
A partir de ette dernière relation, on obtient nalement que les setions eaes d'états à états
sont données par la relation [35℄ :
σ(j′1τ
′
1j
′
2; j1τ1j2) =
π
[j′1j
′
2]k
2
j′1τ
′
1j
′
2
∑
j12 j′12
J l l′
[J ]
∣∣T Jα′l′;α l∣∣2 (9.10)
Eléments de ouplage par le potentiel
En SF, le potentiel d'interation d'une moléule asymétrique et d'une moléule linéaire s'exprime
suivant [34℄ :
Vint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) =
1
1 + δq1 0
∑
p1 q1 p2 p
Ap1 q1 p2 p (r)
∑
r1 r2 r
(
p1 p2 p
r1 r2 r
)
×Yp2 r2(ρˆ2)Yp r(rˆ)
[
Dp1q1r1(ρˆ1) + (−1)p1+q1+p2+pDp1−q1r1(ρˆ1)
]
(9.11)
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A partir de ette expression pour le potentiel et en utilisant la dénition des fontions angulaires
données par 9.4, on obtient que les termes de ouplage par le potentiel sont (f. Annexe B) :
〈
α′′l′′;Jǫ |U |α′l′;Jǫ〉 = 2µ
~2
∑
q¯1≥0
∑
p1 p2 p
(−1)J+j′1−j′2+j12−p Vp1 q1 p2 p (r) (9.12)
×[j1j′1j2j′2ll′j12j′12pp2]
1
2
(
j2 p2 j
′
2
0 0 0
)(
l l′ p
0 0 0
){
l l′ p
j′12 j12 J
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
p p1 p2


×
∑
K¯≥0
(−1)K¯ 1
1 + δK¯ 0
aj1
τ1 K¯
∑
K¯ ′≥0
1
1 + δK¯ ′ 0
a
j′1
τ ′1K¯
′
({
G q¯1
K¯ K¯ ′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1 ǫ′j1τ1 ǫ′j′1τ ′1
]
+ǫ′j′1τ ′1
G q¯1
K¯ −K¯ ′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1 ǫ′j1τ1
]})
ave : Vp1 q1 p2 p(r) =
[
2π (1 + δq1 0)
2
]−1
Ap1 q1 p2 p(r), et :
G q¯1
K¯ K¯ ′
=
(
j1 p1 j
′
1
−K¯ q¯1 K¯ ′
)
+
(
j1 p1 j
′
1
−K¯ −q¯1 K¯ ′
)
(9.13)
Les valeurs possibles pour les diérents indies sont restreintes par les symétries des moléules. La
symétrie d'inversion impose que p1 + p2 + p soit pair et la distintion entre les états ortho et para
de H2 entraîne que p2 est pair [37℄. Cette dernière ontrainte aratérise notamment le fait qu'il ne
peut y avoir de transitions inélastiques nonréatives entre les états ortho et para de H2. De plus,
la symétrie C2 de H2O ontraint les valeurs prises par q¯1 aux valeurs paires [37℄.
9.2 Caluls de dynamique : setions eaes rotationnelles
La moléule d'eau est présente dans l'univers dans des environnements variés (p. ex. régions
de formation d'étoiles, enveloppes irumstellaires, omètes, planètes ...) ouvrant ainsi une gamme
de températures allant de quelques Kelvins à plusieurs milliers de Kelvins. Dans les régions froides
ainsi que, par exemple, dans les atmosphères irumstellaires, la moléule H2 est parmi les espèes
les plus abondantes. Pour ette raison, le système ollisionnel H2O  H2 a déjà été le sujet d'études
[35; 36; 13; 26℄ : les taux de ollisions atuellement disponibles ouvrent la gamme 5140 K. Du fait
de l'existene de es taux et en raison de l'importane de la moléule d'eau, l'enjeu du travail atuel
est : d'une part, d'étendre à de plus hautes températures la gamme de température déjà ouverte,
de aluler les taux de ollision pour un plus grand nombre de niveaux rotationnels et d'autre part,
l'objetif est d'obtenir la meilleure préision possible. Ce dernier point a motivé le alul d'une
surfae de potentiel très préise que nous utilisons pour les aluls de dynamique ollisionnelle.
9.2.1 Surfae d'énergie potentielle (SEP)
La dynamique ollisionnelle de H2O  H2 a auparavant été étudiée par Phillips et al. [35; 36℄.
Cette étude se basait sur une surfae de potentiel (SEP) alulée au niveau MP4(SDTQ) (voir
référene [34℄ pour les détails de la SEP). Le alul de la SEP suppose de plus que les moléules sont
des rotateurs rigides ave, pour H2O, une géométrie à l'équilibre déterminée expérimentalement et
aratérisée par la distane rOH = 0.9572 Å et par l'angle ĤOH = 104.52 [27℄.
L'importane de la moléule d'eau a réemment motivé le alul de SEP plus préises que elle
alulée par Phillips [34℄. En partiulier, la SEP utilisée dans e travail qui a été déterminée par
Faure et al. [14℄ à partir de aluls CCSD(T), inlue plusieurs améliorations par rapport au alul
de Phillips. D'une part, une limitation inhérente aux aluls ab initio se basant sur une approhe
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supramoléulaire est l'erreur de superposition de base, .-à-d. l'erreur induite par le nombre ni
d'orbitales moléulaires onsidérées dans le alul. Les méthodes expliitement orrélées permettent
de réduire ette erreur en introduisant une orretion "simulant" la limite d'une base innie. Parmi
elles, la méthode R12 utilisée par Faure et al. [14℄ a montré son eaité et permet d'obtenir une
desription de l'interation dont la préision est estimée à ∼ 1 m−1. D'autre part, la SEP de Faure
[14℄ prend en ompte les modes de vibrations des niveaux fondamentaux de H2O et H2.
La proédure adoptée pour le alul de la SEP est la suivante : une surfae RigidBody à 5D
(nommée par la suite surfae RB) est tout d'abord alulée ave la géométrie à l'équilibre de H2O
dérite par les paramètres (déterminés théoriquement) rOH = 0.9573 Å et ĤOH = 104.22. Cette
surfae est ensuite alibrée par rapport à une grille de points alulés au niveau CCSD(T)-R12 (nom-
mée surfae 5D + R12). Cette dernière surfae est ensuite étendue à 9D, .-à-d. que en plus des 5
degrés de liberté préédents, les 2 distanes rOH et l'angle ĤOH pour H2O ainsi que la distane rHH
pour H2 sont autorisés à varier. Enn la surfae 9D est moyennée par rapport aux fontions d'ondes
dérivant les modes de vibrations de H2O et H2 (SEP nommée surfae 〈9D +R12〉). La Figure 9.1
Figure 9.1  Inuene de la prise en ompte de la moyenne vibrationnelle et de la orretion R12 sur les
oeients radiaux Vp1q1p2p ave p1 q1 p2 p = 0000, 1001, 2002, 1023 et 2224. Les oeients radiaux
sont omparés à eux de la surfae RB.
et la Table 9.1 présentent des points de omparaison entre la surfae RB et la surfae 〈9D +R12〉.
La Figure 9.1 montre l'inuene des diérentes orretions apportées à la surfae RB. La Table 9.1
ompare les inuenes respetives de la orretion R12 et de la moyenne vibrationnelle. Dans ette
table, les seuls termes du potentiel retenus sont eux pour lesquels les éarts sont supérieurs à
0.3 m
−1
au delà de 6 a0. On onstate que l'inuene des diérentes orretions est surtout impor-
tante à ourte distane, .-à-d. r . 9 a0. La orretion R12 entraîne globalement une diminution
des oeients radiaux pour les distanes r < 7 a0. L'inuene de la moyenne vibrationnelle pour
r < 7 a0 est en général opposée à elle de la orretion R12 et aroît les valeurs des oeients
radiaux. Au delà de 7 a0, l'inuene de la moyenne vibrationnelle est similaire à elle de la orretion
R12 et on onstate un abaissement des valeurs des termes attratifs et une augmentation des termes
répulsifs (oeients V1023, V2224 et V3225). Une disussion plus approfondie des aratéristiques de
es diérentes surfaes est donnée par Wernli [49℄.
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˙
V 9Dp1q1p2p(r)
¸
vib
− V RBp1q1p2p(r) V
5D+R12
p1q1p2p (r)− V
RB
p1q1p2p(r)
p1 q1 p2 p 6 a0 7 a0 9 a0 11 a0 13 a0 6 a0 7 a0 9 a0 11 a0 13 a0
0 0 0 0 0.7 -2.0 -0.7 -0.2 -0.1 -14.6 -5.1 -1.0 -0.2 -0.1
0 0 2 2 0.3 -0.4 -0.1 0.0 0.0 0.0 0.4 0.3 0.1 0.0
1 0 0 1 4.5 -0.2 -0.3 -0.1 0.0 -2.1 -0.1 0.4 0.1 0.0
1 0 2 3 5.7 2.8 1.1 0.5 0.3 -0.4 0.3 0.9 0.6 0.3
2 0 0 2 . . . -1.1 -0.4 -0.1 -0.1 0.0
2 0 2 4 -0.6 -0.3 -0.1 0.0 0.0 . . .
2 2 0 2 1.4 -0.6 -0.2 0.0 0.0 2.3 0.6 0.3 0.1 0.0
2 2 2 4 6.3 2.7 0.8 0.3 0.1 -1.2 -0.3 0.4 0.2 0.1
3 0 2 5 -2.3 -0.8 -0.2 -0.1 0.0 . . .
3 2 2 5 3.2 1.1 0.3 0.1 0.0 . . .
4 0 2 6 -1.0 -0.3 0.0 0.0 0.0 . . .
4 2 2 6 0.9 0.3 0.0 0.0 0.0 . . .
4 4 2 6 1.3 0.4 0.1 0.0 0.0 . . .
Table 9.1  Comparaison entre les oeients radiaux de la surfae 9D moyennée sur la vibration et de
la surfae 5D orrigée par la methode R12 par rapport a la surfae RB. Sont indiqués les termes pour
lesquels la diérene à r > 6 a0 est supérieure à 0.3 m
−1
.
9.2.2 Convergene de base
A la setion 6.2.3, il a été vu que l'un des paramètres qu'il est important de ontrler an
d'obtenir une bonne préision sur les setions eaes est la base rotationnelle. Dans le as des
ollisions H2OH2, nous avons onstaté que la onvergene n'est atteinte que si l'on inlut un grand
nombre de anaux fermés pour H2O et assoiés au premier niveau rotationnel exité de H2, bien
que es niveaux soient énergétiquement inaessibles à basse énergie. Comme il est souligné dans
l'Annexe G.5, l'inuene des anaux fermés dépend de l'espèe de H2 qui est onsidérée : si l'on
onsidère les ollisions ave les espèes para et ortho de H2, on onstate que la onvergene par rap-
port au nombre de anaux inlus, respetivement dans j2 = 2 et j2 = 3, évolue de manière similaire
si l'on onsidère les variations absolues des setions eaes. Néanmoins, la plus faible magnitude
des setions ave paraH2 onduit à une erreur relative plus importante que pour orthoH2. An de
aratériser l'inuene de la tronature de base, nous présentons ii un test aratéristique qui a été
eetué pour le système orthoH2O / orthoH2. La onvergene de base est disutée en distinguant
les transitions dont la magnitude est la plus élevée des transitions les plus faibles. On introduit pour
ela le ritère :
σ(jτ → j′τ ′) < C
∑
j′τ ′
Ej′τ ′>Ejτ
σ(jτ → j′τ ′) (9.14)
où C dénit les transitions ayant un ux "faible" par rapport au ux total assoié aux transitions en
exitation depuis le niveau jτ . Dans le as présent, nous hoisissons C = 0.05. Cette distintion entre
les transitions de fortes et faibles magnitudes amène dans la suite à disuter le omportement des
setions eaes en terme de variations relatives pour les setions "fortes" et en terme de variations
absolues pour les transitions onsidérées omme "faibles". Deux ritères de onvergene, plus ou
moins ontraignant sont alors onsidérés :
 (1) mieux de 1% sur les transitions importantes et mieux de 0.01 Å2 sur les transitions faibles.
 (2) mieux de 5% et 0.05 Å2
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Le test présenté ii a été eetué à une énergie totale de 532 m
−1
ave une base B(7, 3)1, en
dehors du test n
o
7 obtenu ave une base B(8, 3), se dernier alul servant de référene lors des
omparaisons. Le nombre de transitions inélastiques en exitation est de 78. A ette énergie, 13
niveaux de H2O sont ouverts (le dernier niveau ouvert est le niveau 514) et le premier niveau exité
de orthoH2 n'est pas énergétiquement aessible. Les aluls eetués sont donnés dans la Table 9.2
et euxi dièrent par l'énergie maximale des niveaux qui sont inlus dans le alul pour j2 = 1 et
j2 = 3 : pour haque niveau rotationnel de H2, les niveaux inlus vérient Ej1τ1 + Ej2 < Ecut(j2).
Ecut(j2 = 1) (nb.an.) Ecut(j2 = 3) (nb.an.) temps
1 1100 (28) 1100 (12) 15.1
2 1100 (28) 1200 (16) 30.2
3 1000 (26) 1300 (19) 39.4
4 1100 (28) 1300 (19) 45.2
5 1200 (30) 1300 (19) 48.5
6 1000 (26) 1400 (21) 41.2
7 1200 (30) 1450 (24) 92.6
Table 9.2  Tests de onvergene en base eetués à E = 532 m−1. Les tests orrespondent à une
base B(7, 3) et le nombre de anaux inlus (indiqués entre parenthèses) varie en fontion des énergies
maximales Ecut(j2 = 1) et Ecut(j2 = 3). Les temps de alul indiqués sont eux de l'IDRIS.
(1) (2) eart max
∗
(%)
1 40 9 9.2
2 28 6 8.4
3 18 3 5.9
4 18 3 5.7
5 17 3 5.7
6 7 1 4.5
Table 9.3  Nombre de transitions, sur un total de 78 transitions inélastiques en exitation, pour lesquelles
les variations sont onsidérées par rapport à deux ritères : (1) < 1% et < 0.01 Å2 (1ère ol.) et (2)
< 5% et < 0.05 Å2 (2ème ol.). Chaune des lignes ompare les résultats de deux aluls et donne le
nombre de transitions pour lesquels les deux ritères préédents ne sont pas vériés.
∗
sur les transitions importantes.
Notons de plus que les aluls sont eetués pour les 25 premières ondes partielles : les temps indiqués
dans la Table 9.2 orrespondent don à des aluls inomplets ar à ette energie, la onvergene
ave DTOL = 0.005 est obtenue en inluant les ondes partielles jusque J = 58.
En onsidérant les résultats donnés dans la Table 9.3, on voit que la onvergene dépend forte-
ment du nombre de anaux inlus dans j2 = 3 : les tests 3, 4 et 5 permettent tout d'abord de voir que
la onvergene est obtenue en inluant ∼ 13 anaux fermés dans j2 = 1. Ensuite, la omparaison des
résultats des tests 3 et 6 permet de voir qu'une onvergene à mieux de 5% néessite un minimum
de 21 anaux dans j2 = 3.
Les résultats obtenus pour e test à 532 m
−1
sont aratéristiques des tests eetués à d'autres
energies. Les aluls sont don menés en inluant 12 anaux fermés dans j2 = 1 et 9 anaux
supplémentaires dans j2 = 3 au delà du dernier anal ouvert dans j2 = 1. Ce ritère de onvergene
est appliable aux ollisions de l'ensemble des symétries.
1
La notation B(a1, a2) signie que les nombres quantiques maximums des niveaux qui sont onsidérés pour les
deux moléules sont respetivement j1 = a1 et j2 = a2.
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9.2.3 Inuene de la SEP
La Figure 9.2 ompare les setions eaes du système ollisionnel orthoH2O / orthoH2 obte-
nues ave deux surfaes : la SEP RB et la SEP 〈9D +R12〉. La diérene entre les grilles en énergie
s'explique par rapport aux besoins pour lesquels les deux séries de alul on été eetuées : les
setions orrespondant à la SEP RB ont été alulées par M.-L. Dubernet et A. Grosjean dans une
étude préliminaire visant à omparer l'inuene de la surfae de potentiel sur les taux de ollision
[13; 26℄. Les taux obtenus ave la SEP RB de Faure et al. [14℄ sont alors omparés aux taux obtenus
à partir de la SEP de Phillips [34℄ et ave la même préision sur les aluls de dynamiques. La mise
à disposition de la surfae 〈9D +R12〉 qui est d'une préision arue a ultérieurement motivé un
nouveau alul pour les setions eaes. Un travail de omparaison entre les résultats obtenus à
Figure 9.2  Comparaisons des setions eaes onnetant les 5 premiers niveaux rotationnels de ortho
H2O pour les ollisions ave orthoH2. Sont omparées les setions obtenues ave la surfae RB et la
SEP 〈9D +R12〉 de Faure [14℄.
partir de es diérentes surfaes a été eetué par M.-L. Dubernet (f. Annexe G.5). En partiulier,
les inuenes respetives de la orretion R12 et de la moyenne vibrationnelle sont mises en avant.
Pour les ollisions ave paraH2, les setions eaes sont prinipalement aetées par la or-
retion vibrationnelle. Pour l'ensemble des énergies onsidérées lors des tests (f. G.5) on onstate
que la orretion R12 entraîne des variations omprises entre 3 et 30% sur les setions eaes.
L'inuene de la orretion vibrationnelle amène à des diérenes plus importantes, .-à-d. allant
jusqu'à un fateur 2 à basse énergie et de l'ordre de 20-30% à plus haute énergie et pour les tran-
sitions de plus forte magnitude. Finalement, l'eet global qu'entraînent es deux orretions sur les
setions eaes ave paraH2 peut aller jusqu'à un fateur 2 à E ∼ 100 m−1 et est typiquement
de l'ordre de 50% à E ∼ 400 m−1.
Pour les ollisions ave orthoH2, les deux orretions amènent à des variations équivalentes sur
les setions eaes. Les variations absolues sont du même ordre de grandeur que pour paraH2 e
qui orrespond à des variations relatives plus faibles du fait de la plus grande magnitude des setions
ave orthoH2. L'inlusion de l'ensemble des orretions onduit typiquement à des variations de
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l'ordre de 10%.
9.2.4 Collisions ave ortho/paraH2
La Figure 9.4 montre les setions eaes de orthoH2O pour les ollisions ave les espèes para
et ortho de H2. Sur ette gure, on onstate que les setions ave orthoH2 sont plus importantes
que les setions ave paraH2 et, les diérenes sont d'autant plus grandes que l'énergie inétique de
la ollision est faible. On remarquera de plus que les setions ave paraH2 présentent une struture
de résonane qui s'étend sur environ 100 m
−1
alors que dans le as de orthoH2, les résonanes
sont quasiment absentes. Cei suggère que l'origine des diérenes provient de la SEP.
Si, en première approximation on ne
onsidère que les niveaux fondamentaux
des deux symétries de H2 dans le traite-
ment de la dynamique de la ollision, on
remarque à partir de l'expression 9.12
des éléments de ouplage du potentiel
que pour les ollisions où j2 = j
′
2 = 0, les
seuls éléments non nuls sont eux pour
lesquels p2 = 0. On voit de la même
manière que dans le as où j2 = j
′
2 = 1,
les éléments non nuls vérient p2 = 0, 2.
La Figure 9.3 montre les termes interve-
nant dans les ollisions ave les deux es-
pèes et pour lesquels p1 ≤ 2. En parti-
ulier, on onstate que pour les ollisions
ave orthoH2, les termes V1023 et V2224
sont purement répulsifs et dominent en
magnitude les termes liés à l'interation
entre le diple (p1 = 1) et le quadru-
pole (p1 = 2) de H2O et le quadrupole
de H2 (p2 = 2). Cei entraîne que dans
le as des ollisions ave orthoH2, la
ollision va se produire à des distanes
plus grandes que dans le as des olli-
sions ave paraH2.
Figure 9.3  Termes du potentiel intervenant dans
les ollisions ave paraH2 (p2 = 0) et orthoH2
(p2 = 0, 2)
Cette restrition sur le domaine de r aessible lors de la ollision va d'autant plus inuener la
dynamique de la ollision que l'énergie inétique est faible, et ei en raison du terme entrifuge. Dans
le as des ollisions ave paraH2, les ollisions se passent à "ourtes distanes", et la ontribution
majoritaire aux setions eaes provient des ondes partielles de "bas" J . Lorsque le moment total
J augmente, les ourtes distanes deviennent moins aessibles en raison de la présene du terme
entrifuge répulsif. La ollision devient alors dominée par le omportement à grande distane où les
termes de ouplage par le potentiel sont faibles en magnitude.
En revanhe, pour les ollisions ave orthoH2, les termes répulsifs V1023 et V2224 interviennent
même aux grandes distanes, e qui permet un transfert de moment eae pour les "grandes"
valeurs de J , e qui se réperute sur la magnitude des ondes partielles : les ondes partielles orres-
pondant à des valeurs de J élevées sont alors plus grandes que les ondes partielles équivalentes pour
les ollisions ave paraH2. De plus, la nature répulsive de es termes implique que la région du puit
de potentiel n'est pas atteinte lors de la ollision : ei entraîne que les ouplages ave les anaux
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Figure 9.4  Comparaisons entre les setions eaes de orthoH2O en ollisions ave para (rouge) et
orthoH2 (noir).
fermés sont faibles et explique le manque de résonanes au niveaux des setions eaes.
An de vérier l'inuene des termes V1023 et V2224 sur les setions eaes, nous avons eetué
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un alul dans lequel es termes ne sont pas pris en ompte (SET2). La Figure 9.5 montre les ondes
partielles que l'on obtient à une énergie totale de 600 m
−1
, par omparaison ave un alul où
l'ensemble des termes du potentiel sont inlus (SET1). Notons que es deux aluls sont eetués
ave une base réduite au niveau fondamental j2 = 1 de orthoH2. On onstate qu'en dehors de
la transition 303 − 110, les ondes partielles du SET1 sont "piquées" autour d'une valeur de J plus
importante que dans le as du SET2. De plus, la magnitude des ondes partielles orrespondant à
des valeurs de J élevées est plus forte pour le SET1 que pour les ondes partielles du SET2.
Figure 9.5  Ondes partielles des transitions entre les 5 premiers niveaux rotationnels de orthoH2O
(en noir) orrespondant à un alul eetué ave une base réduite sur H2 (.-à-d. base B(8,1)) et à une
énergie totale de 600 m
−1
. Ces ondes partielles sont omparées à elles qui sont obtenues dans un alul
où les termes V1023 et V2224 du potentiel ne sont pas inlus (en rouge).
La Table 9.4(a) présente les setions eaes du SET1 ainsi que les rapport obtenus ave les
setions eaes du SET2 (.-à-d. σij(SET1)/σij(SET2)). On voit que, hormis pour la transition
303 − 110, les rapports varient de ∼ 2 à 12. La Table 9.4(b) donne les valeurs des mêmes setions
eaes, ette fois onvergées par rapport à la base de H2. Ces setions sont omparées aux setions
obtenues pour les ollisions ave paraH2 par l'intermédiaire du rapport σij(ortho)/σij(para)). Tout
d'abord, on onstate que pour les transitions onsidérées, la onvergene en base modie les résul-
tats au maximum de 7%. De plus, à partir de es tables, on voit que qualitativement, le alul pour
orthoH2 où les termes V1023 et V2224 ne sont pas inlus donne des setions dont la magnitude est
omparable aux setions obtenues pour les ollisions ave paraH2.
Notons que, les setions eaes de H2O pour les ollisions ave He ou paraH2 sont dans un
même ordre de grandeur : en se basant sur la omparaison eetuée par Phillips [36℄, les setions
sont en général dans un rapport 1-2. En revanhe, en raison de l'interation ave le diple de H2, les
setions ave orthoH2 sont de magnitude plus importantes et les diérenes peuvent être d'un ordre
de grandeur. Cette partiularité des setions ave para/orthoH2 n'est ependant pas généralisable
à l'ensemble des systèmes ollisionnels. Par exemple, pour les systèmes CO [50℄ et HC3N [51℄ qui
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110 212 221 303 312 321 330
101 9.73 (2.8) 6.89 (2.2) 2.24 (5.2) 1.79 (4.1) 0.47 (3.2) 0.83 (2.7) 0.24 (12.8)
110 2.46 (7.6) 6.32 (2.7) 1.01 (0.9) 1.54 (4.6) 0.31 (3.4) 0.75 (4.1)
212 4.86 (3.1) 6.37 (3.3) 3.88 (5.2) 3.10 (1.9) 0.65 (4.0)
221 0.74 (2.2) 2.44 (2.3) 4.60 (6.0) 5.00 (1.7)
303 8.69 (3.3) 1.67 (6.7) 0.30 (2.0)
312 10.37 (4.7) 0.99 (3.4)
321 6.12 (3.0)
(a)
110 212 221 303 312 321 330
101 10.10 (2.3) 6.98 (2.3) 2.29 (5.4) 1.91 (5.2) 0.48 (8.0) 0.83 (4.9) 0.24 (53.0)
110 2.63 (9.1) 6.38 (2.4) 0.95 (2.2) 1.60 (5.4) 0.33 (6.9) 0.74 (5.5)
212 4.93 (3.0) 6.53 (2.7) 4.05 (5.4) 3.09 (2.6) 0.65 (5.8)
221 0.72 (5.8) 2.49 (3.5) 4.75 (6.0) 5.02 (1.8)
303 8.73 (3.4) 1.70 (9.6) 0.28 (3.3)
312 10.40 (3.6) 0.97 (9.3)
321 6.17 (3.7)
(b)
Table 9.4  Setions eaes en désexitation pour les ollisions entre orthoH2O et orthoH2 à une
énergie totale de 600 m
−1
. Pour haque transition, les setions eaes sont données en première
olonne.
La table (a) orrespond à une base B(8,1) et, entre parenthèses, est donné le rapport ave la setion où
les termes du potentiel V1023 et V2224 ne sont pas inlus dans le alul.
La table (b) orrespond au résultat onvergé en base et entre parenthèses est donné le rapport ave les
setions obtenues pour les ollisions ave paraH2.
ont été réemment étudiés, il a été trouvé que les setions ave para et orthoH2 sont dans un même
ordre de grandeur : ette similarité provient alors des interations respetives de es deux moléules
ave le quadruple de H2 qui ne présente pas de large prépondérane à longue distane par rapport
aux autres termes de la SEP.
9.3 Elargissement par ollisions
9.3.1 Setions eaes d'élargissement par ollision
Au hapitre 2, la théorie onernant l'élargissement et le déalage en fréquene du prol spetral
des transitions radiatives d'une moléule perturbée par un "bain" de moléules a été dérite. Dans
le adre de l'approximation d'impat, l'inuene du bain est aratérisée par la setion eae
généralisée donnée par l'équation 2.71. Cette expression est obtenue dans le shéma de ouplage :
ˆ2 + lˆ0 = lˆ lˆ + ˆ1 = Jˆ (9.15)
où ˆ1 et ˆ2 représentent respetivement les moments de rotation de la moléule émettrie et de la
moléule onstituant le bain soit, dans le as présent, de H2O et H2. Le moment orbital est ii noté
lˆ0. Dans la suite et de la même manière qu'au hapitre 2, on repère les nombres quantiques assoiés
au moment ˆ1 en adoptant la notation ji, jf et j
′
i, j
′
f . On assimile alors les nombres quantiques ji et
jf à la transition radiative à laquelle on s'intéresse. Les nombres quantiques j
′
i et j
′
f sont assoiés aux
transitions radiatives de la même moléule dont les fréquenes sont prohes de elle de la transition
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i→ f . Dans le as présent, il n'existe pas de transitions suseptibles de se reouvrir en fréquene et
on pose ji = j
′
i et jf = j
′
f . Pour les ollisions entre une toupie asymétrique et une moléule linéaire,
l'équivalent de l'expression 2.71 est :
σjfτf j′2;ji τi j2 =
π
k2
∑
j2 j′2 l0 l
′
0 l l
′
Ji Jf
(−1)l+l′+ji+j′i[JiJf ]
{
Jf Ji K
ji jf l
}{
Jf Ji K
j′i j
′
f l
′
}
×
[
δj′2 j2 δl′0 l0 δl′ lδj′i ji δτ ′i τi δj′f jf δτ
′
f τf
− 〈j2l0ljiτi|SJi(EI)|j′2l′0l′j′iτ ′i〉
× 〈j2l0ljfτf |SJf (EF )|j′2l′0l′j′fτ ′f 〉 ∗
]
(9.16)
Lors de la résolution de la dynamique ollisionnelle, il est d'usage d'employer un shéma de ouplage
diérent où les moments des deux moléules sont tout d'abord ouplés, soit :
ˆ2 + ˆ1 = ˆ12 ˆ12 + lˆ0 = Jˆ (9.17)
L'équivalent de l'expression 9.16 dans e nouveau shéma de ouplage est [40℄ :
σjfτf j′2;ji τi j2 =
π
k2
∑
Ji Jf
∑
j2 j′2 l0 l
′
0
j12 j′12 j¯12 j¯
′
12
(−1)l0+l′0+j12−j′12+j¯12−j¯′12+ji−j′i+j2−j′2[JiJf ][j12 j′12 j¯12 j¯′12]
1
2
×
{
Jf Ji K
j12 j¯12 l0
}{
Jf Ji K
j¯′12 j¯
′
12 l
′
0
}{
jf ji K
j12 j¯12 j2
}{
j′f j
′
i K
j′12 j¯
′
12 j
′
2
}
×
[
δj′2 j2 δl′0 l0 δj′12 j12 δj¯′12 j¯12δj
′
i ji
δτ ′i τi δj′f jf δτ
′
f τf
− 〈j2l0j12jiτi|SJi(EI)|j′2l′0j′12j′iτ ′i〉
× 〈j2l0j¯12jf τf |SJf (EF )|j′2l′0j¯′12j′f τ ′f 〉 ∗
]
(9.18)
L'avantage de ette dernière expression est que les éléments de la matrie de diusion qui ap-
paraissent sont ii exprimés onformément aux résultats des aluls de dynamique ollisionnelle.
Comme il a été vu au hapitre 2, la partie réelle de la setion 9.18 donne l'élargissement par olli-
sion et la partie imaginaire le déalage en fréquene par rapport à la fréquene au repos.
Appliation pour la transition 414 − 321
La Figure 9.6 présente les setions eaes d'élargissement et de déalage en fréquene alulées
pour la transition 414− 321 et pour les transitions onnetant les 4 premiers niveaux rotationnels de
H2. Sur es gures, on onstate tout d'abord que la setion élastique orrespondant aux ollisions
ave orthoH2 dans son niveau fondamental est de plus forte magnitude que le setion obtenue pour
paraH2 dans j2 = 0 . Comme il a été vu préédemment, l'origine de ette diérene provient de
l'interation ave le quadrupole de H2 et ne onerne don que la transition élastique dans j2 = 0 ar
l'interation ave le diple de H2 intervient dans l'évaluation des éléments de matrie de diusion
des setions élastiques dès lors que j2 > 0. On onstate bien sur la Figure 9.6 que sur la gamme
d'énergie 200-2000 m
−1
, les setions élastiques assoiées à j2 > 0 sont du même ordre de grandeur.
On remarquera de plus que les setions orrespondant aux transitions inélastiques de H2 ont une
magnitude très nettement inférieure aux transitions élastiques. Cei est similaire à e qui a été
déterminé par Shaefer [40℄ pour le système HD - H2 et pour les transitions inélastiques de paraH2.
On remarque aussi sur la Figure 9.6 que les setions de déalage en fréquene assoiées à j2 = 0−0
et j2 = 1 − 1 présentent une struture de résonanes prononée pour les espèes ortho et para de
H2. Notamment, on onstate que l'éhantillonnage de la grille en énergie n'est pas susant pour les
setions de déalage en fréquene pour que l'on puisse eetuer une moyenne sur l'énergie inétique
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(a) Elargissement
(b) Déalage en fréquene
Figure 9.6  Setions eaes (a) d'élargissement et de (b) déalage en fréquene pour la transition
414 − 321 de H2O et inluant les transitions entre les 4 premiers niveaux rotationnels de H2.
dont le résultat soit able. Le problème lié à l'éhantillonnage de la grille en énergie est aussi pré-
sent pour les setions d'élargissement des transitions j2 = 2 − 2 et j2 = 3− 3. Néanmoins, ei est
moins ritique pour l'évaluation des paramètres moyennés : d'une part, es setions ne présentent à
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priori que de faibles strutures de résonane et d'autre part, elles n'interviennent que lorsque les ni-
veaux exités de H2 deviennent susamment peuplés. Don, dans la suite, on ne s'intéressera qu'aux
setions d'élargissement. Les résultats obtenus malgré l'éhantillonnage insusant permettent néan-
moins une analyse semiquantitative. Des aluls supplémentaires sont en ours an d'aner les
résultats atuels.
9.3.2 Paramètres d'élargissement
La moyenne sur l'énergie inétique s'eetue suivant :
σBj′1τ ′1 j′2;j1τ1 j2
(T ) =
(
1
kB T
)2 ∞∫
0
Re
[
σj′1τ ′1 j′2;j1τ1 j2(Ec)
]
Ec exp
[
− Ec
kb T
]
dEc (9.19)
où la setion d'élargissement σB(T ) est alors exprimée en Å2. Le paramètre d'élargissement ainsi
déni dépend de la transition de H2 onsidérée. Or, dans le adre d'une expériene, il n'est possible
de déterminer que l'élargissement global d'une transition dû à l'ensemble des transitions possibles
pour la moléule aratérisant le bain. Dans le as de H2, il n'existe pas de onversion de spin en
phase gazeuse. On suppose don des distributions de population séparées pour les espèes ortho et
para de H2 : 〈
σBj′1τ ′1;j1τ1
(T )
〉
espece
=
∑
j2 j′2
nespecej2 (T )σ
B
j′1τ
′
1 j
′
2;j1τ1 j2
(T )
ave nespecej2 (T ) =
1
Zespece [j2] exp
[
− Ej2
kB T
]
(9.20)
où Zespece est la fontion de partition de l'espèe onsidérée. On obtient ensuite la setion d'élargisse-
ment total en pondérant les setions obtenues pour les deux espèes par rapport à leurs abondanes
respetives, soit :
σBj′1τ ′1;j1τ1
(T ) =
1
gI=0 + gI=1
[
gI=0
〈
σBj′1τ ′1;j1τ1
(T )
〉
para
+ gI=1
〈
σBj′1τ ′1;j1τ1
(T )
〉
ortho
]
(9.21)
Dans la suite, on assimile les oeients gI=0 et gI=1 aux poids statistiques des spins nuléaires, e
qui est valable pour une formation de H2 à basse température ou à température ambiante.
On notera ependant que ei n'est valable que si auun proessus n'est suseptible d'amener à
une onversion eae de spin entre les deux espèes de H2. Par exemple, la présene de matériaux
paramagnétiques dans l'eneinte d'une expériene peut amener à la onversion ortho ⇆ para [45℄.
Dans un tel as, il faudrait adopter une moyenne diérente de la préédente.
Dans le adre d'une expériene, l'élargissement est souvent mesuré par rapport à la pression du
gaz. On dénit ainsi le paramètre d'élargissement γB(T ) suivant [41℄ :
∆ν = γB(T )P (9.22)
où P représente la pression du gaz. On relie e paramètre à la setion σB(T ) en utilisant la relation
[3℄ :
∆ν =
n
2π
√
8kBT
µπ
σB(T ) (9.23)
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où n est la densité volumique des moléules du bain. En assumant que le gaz puisse être dérit par
la loi des gaz parfaits, ette dernière relation se réérit [3℄ :
∆ν =
√
2
kBπ3
1√
µT
σB(T )P ∼ 2.23627 1√
µT
σB(T )P (9.24)
Finalement, on obtient pour le paramètre d'élargissement, exprimé en MHz/Torr :
σB(T ) ∼ 0.447
√
µT γB(T ) (9.25)
9.3.3 Ehantillonnage de la grille en énergie : interpolation
En raison de l'éhantillonnage en énergie la manière dont on évalue numériquement l'intégrale
9.19 est ritique dans la détermination du paramètre d'élargissement : en partiulier, la manière
d'interpoler les setions inuene le résultat. La Figure 9.7 présente, d'une part, les setions de la
transition 414 − 321 de H2O assoiées aux transitions j2 = 0− 0 et j2 = 1 − 1 de H2. On onstate
Figure 9.7  Setions d'élargissement de la transition 414 − 321 de H2O (gure de gauhe) pour les
transitions élastiques j2 = 0− 0 et j2 = 1− 1. La gure de droite présente les points alulés entre 200
et 2000 m
−1
pour la transition j2 = 2− 2. Sur ette dernière gure sont également indiqués les points
interpolés pour deux fontions : linéaire (rouge) et logarithmique.
sur ette gure que le omportement des setions pour les énergies Ec > 100 m
−1
est onsistant
ave une variation linéaire de log(σB) par rapport à log(Ec). D'autre part, ette gure ompare les
setions obtenues pour la transition j2 = 2 − 2 par deux méthodes d'interpolation : on utilise une
fontion linéaire pour interpoler σB par rapport à Ec ou bien une fontion linéaire pour interpoler
log(σB) par rapport à log(Ec). On voit que du fait d'un éhantillonnage insusant, les variations
obtenues par rapport à es deux manières d'interpoler sont importantes.
La Figure 9.8 montre les paramètres d'élargissement obtenus ave es deux fontions d'inter-
polation pour la transition j2 = 2 − 2. Les diérenes relatives sont données en fontion de la
température pour les transitions j2 = 0 − 0, 1 − 1 et 2 − 2. A partir de ette gure, il est possible
d'estimer l'erreur introduite par l'éhantillonnage en énergie sur la détermination des paramètres
d'élargissement. On voit que globalement, les transitions j2 = 1− 1 et j2 = 0− 0 ont une préision
de l'ordre de 5%. En revanhe, pour la transition j2 = 2 − 2, la préision est au mieux de l'ordre
de 15-20 % pour l'ensemble de la gamme de températures ouverte : la faible quantité de points
alulés pour ette transition pose le problème des énergies auxquelles est évaluée la setion et de la
possibilité qu'à une ou plusieurs des énergies, la setion ait été évaluée dans une zone présentant des
gures de résonane. Pour ette raison, l'erreur introduite par l'interpolation est à onsidérer omme
une limite inférieure de l'erreur faite sur le paramètre d'élargissement de la transition j2 = 2− 2.
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Figure 9.8  Paramètres d'élargissement de la transition 414−321 de H2O (gure de gauhe) déterminés
pour deux fontions d'interpolation. La gure de droite présente les diérenes relatives pour les deux
fontions d'interpolation et pour les transitions j2 = 0− 0, 1− 1 et 2− 2.
9.3.4 Comparaison à l'expériene : transition 414321
Des mesures expérimentales sont disponibles pour l'élargissement de la transition 414 − 321 de
H2O [12℄. Compte tenu de e qui a été dit préédemment, la omparaison des résultats théoriques
par rapport à es mesures n'est, pour le moment, qu'indiative. Des aluls supplémentaires sont
à e stade néessaires an d'améliorer la préision des valeurs déterminées théoriquement, mais,
il est néanmoins possible de dégager ertaines onlusions par rapport aux résultats atuellement
disponibles.
La Figure 9.9 présente les valeurs expérimentales obtenues par Dutta [12℄ ainsi que les para-
mètres d'élargissements obtenus théoriquement, ave ou sans l'inlusion des transitions onernant
le niveaux j2 = 2 de H2. Sur la gure, l'erreur relative entre les paramètres obtenus pour les deux
méthodes d'interpolation itées préédemment est indiquée.
Tout d'abord, notons que l'erreur importante faite sur l'estimation du paramètre d'élargissement
de la transition j2 = 2 − 2 est "amoindrie" pour 2 raisons : d'une part, les paramètres d'élargis-
sements pour paraH2 n'interviennent qu'a hauteur de 25% dans l'estimation de l'élargissement
total et d'autre part, le niveaux j2 = 2 n'est peuplé de manière eae que pour des températures
T & 200 K. On onstate que globalement, l'erreur introduite par la fontion d'interpolation est de
l'ordre de 2%.
On onstate ensuite que la prise en ompte de la setion j2 = 2 − 2 est néessaire à la ompa-
raison ave l'expériene : la diérene relative entre les paramètres d'élargissement évalués ave ou
sans ette ontribution varie ente 5 et 10% sur la gamme de température 200-500K. La omparaison
des valeurs théoriques et expérimentales montre un bon aord au delà de T & 200 K, ave typique-
ment des éarts de l'ordre de 5%. Une mesure plus quantitative des diérenes néessite néanmoins
d'aner les résultats théoriques. A plus basse température, l'aord est moins satisfaisant.
Notons qu'il a été observé réemment pour les systèmes H2SHe [1℄, COH2 [31℄ et HCNHe
[38℄ que les paramètres d'élargissement à basse température (.-à-d. T . 40K) tendent à être sur-
estimés théoriquement par omparaison ave les valeurs expérimentales. A l'heure atuelle l'origine
de es éarts n'est pas laire : les raisons ouramment invoquées sont d'éventuels biais expérimen-
taux, la qualité de la SEP et des aluls de dynamique ou un défaut de la théorie. Pour ette
dernière possibilité, il est notable que la théorie utilisée présente un grand nombre d'approximation
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Figure 9.9  Comparaison entre les valeurs théoriques pour le paramètre d'élargissement de la transition
414321 et les données expérimentales déterminées par Dutta [12℄. Les résultats théoriques indiquent
notamment la ontribution de la transition élastique j2 = 2 − 2 de H2. Sur ette gure est de plus
indiqué l'éart obtenu sur le paramètre d'élargissement en fontion de la méthode d'interpolation (en
haut à droite).
(f. hapitre 2). Notamment, les éléments o the energy shell de l'opérateur de transition dérivant
la ontribution à l'élargissement des états en ours de ollision ne sont pas inlus. Bien que ei doit
onstituer une approximation valable à haute énergie inétique, elle peut néanmoins être remise
en ause à basse énergie où la présene de résonanes atteste de l'existene d'états quasiliés du
système en ollision. Comme il est disuté par Ronningen [38℄, les états quasiliés de la moléule
peuvent aussi remettre en ause l'approximation des ollisions binaires, si le temps durant lequel les
moléules restent liées devient omparable à la durée séparant deux ollisions.
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Chapitre 10
Modélisation astrophysique
10.1 Région de formation d'étoiles massives : Orion
Les nuages moléulaires géants (ou "régions de formation d'étoiles massives" ou enore "nuages
hauds") sont des omplexes moléulaires dont les dimensions s'étendent sur plusieurs milliers de
parses. L'observation de es régions montre que ellesi sont des pouponnières d'étoiles massives
de type spetral O ou B qui enrihissent "rapidement" le gaz en "métaux". Les modèles prédisent de
plus que la formation des étoiles dans es régions s'insrit dans un yle : la période "explosive" due
à la mort d'une étoile massive entraîne dans son environnement immédiat des surondensations de
matière donnant naissanes à une nouvelle génération d'étoiles.
Le Nuage Moléulaire d'Orion (OMC)
est sans auun doute la région de for-
mation d'étoiles massives la plus étu-
diée en raison de sa relative proximité
(∼ 450 p). La Figure 10.1 représente
la onstellation d'Orion dans son inté-
gralité et vue par le télesope spatial
Hubble (HST). Sur ette image, on iden-
tie les étoiles visibles à l'oeil nu délimi-
tant la onstellation, les plus lumineuses
étant Rigel (étoile bleue en bas à droite)
et Betelgeuse (étoile rouge en haut à
gauhe). Le Nuage Moléulaire d'Orion
s'étend sur l'ensemble de la onstella-
tion et se divise en plusieurs grands
nuages moléulaires. La grande Nébu-
leuse d'Orion (M42) est la région lumi-
neuse se situant sous les 3 étoiles onsti-
tuant la einture d'Orion et est assoiée
au nuage moléulaire OMC1 ("Orion
Moleular Cloud 1").
Figure 10.1  Image HST de la onstellation d'Orion.
La Figure 10.2 présente une image du survey 2Mass ("Two Miron All Sky Survey") de la nébu-
leuse M42. La région entrale lumineuse onstitue l'amas du trapèze qui, ave une densité d'étoiles
de 20 000 p
−3
onstitue la région de formation d'étoiles la plus dense du voisinage solaire. La
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Figure 10.2  Image du survey 2Mass de la Grande Nébuleuse d'Orion.
Figure 10.3  Image HST de l'amas du trapeze.
Figure 10.3 est une image HST de la région du trapèze. Le omplexe apparaissant "rougi" et se
situant en haut à droite de l'image orrespond au omplexe de BeklinNeugebauer / Kleinman
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Low (BNKL) qui ompte parmi les régions de formation d'étoiles les plus étudiées. La ouleur
apparente de e omplexe provient de l'enfouissement de eluii dans le nuage moléulaire OMC1.
Le omplexe BNKL est une région dans laquelle un événement atalysmique a eût lieu dans le
passé. Son histoire mouvementée se traduit aujourd'hui par des strutures de ho (appelées doigts
de H2) présentes à grande éhelle et dont l'âge est estimé à un millier d'années (f. Figure 10.4). Un
Figure 10.4  Emission
H2 dans OMC1 sur la-
quelle sont visibles les
"doigts" de H2. Ceuxi
orrespondent à des zones
de ho et le phénomène
"explosif" à leur origine
a eût lieu à une posi-
tion qui oïnide ave les
soures radio I et n. Sur
ette arte est superposée
une arte des isoontours
en emission de NH3 [53℄
qui trae le "HotCore".
Cette gure est adaptée
de Shuping et al. [43℄
sénario possible expliquant ette struture onsidère la présene d'un vent stellaire engendré par
une ou plusieurs étoiles jeunes [42℄. L'interation de e vent ave le milieu environnant, plus dense
et plus froid, entraîne l'apparition d'instabilités de type RayleighTaylor qui prennent l'apparene
de "jets" de matière.
La Figure 10.5 présente une image à 12.5 µm obtenue par Shuping [43℄ du omplexe BNKL sur
laquelle sont indiquées les positions de ertaines des soures ompates en infrarouge (IR) identiées
dans ette région. Il a été montré par Downes et al. [10℄ que la plupart de es soures ne sont pas
intrinsèquement lumineuses mais sont visibles par réetion. Les soures prinipales de luminosité
en IR de la région sont assoiées aux soures BN (≡ IR1) et IR2. Les soures radio I et n [32℄,
situées au sud de IR2, sont atuellement supposées être à l'origine des phénomènes violents visibles
à plus grande éhelle qui se aratérisent pas des éjetions de matière à grande vitesse ("ouows") :
ellei oïnide notamment ave le lieu d'origine d'un outow assoié à une émission maser de SiO,
OH et H2O [17; 16℄. L'absene de ontrepartie IR de la soure I est due à la présene en avant
plan d'une quantité importante de matière qui obsurit ette soure : la région prohe de IR2
orrespond à la région de plus grande extintion (Av & 60) [18℄.
On remarquera sur la Figure 10.5 l'antiorrélation entre l'émission à 12.5 µm et l'émission
de NH3. L'expliation qui est proposée an d'expliquer la géométrie de la région est la suivante
[54; 53℄. La soure I serait à l'origine d'un outow reusant une avité dans le gaz plus dense assoié
au HotCore, e gaz dense entraînant une extintion du ontinuum à 12.5 µm et étant visible par
l'intermédiaire de l'émission de NH3. Les soures ompates en IR seraient en arrière plan du gaz
assoié au HotCore. L'exitation "anormale" des moléules donnant lieu aux masers de OH et H2O
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Figure 10.5  Carte de
l'émission à 12.5 µm
(éhelle de gris) montrant
la position des soures
ompates en infrarouge
identiées dans le omplexe
BNKL. L'émission de
NH3 obtenue par Wilson
[53℄ est indiquée par les
isoontours verts ainsi que
les positions des masers
de H2O (points) et OH
(erles). Les masers sont
repérés par les ouleurs
rouge ou bleu suivant leur
déalage par rapport à la
vitesse du HotCore, .-à-d.
vLSR = 5 km s
−1
. Cette
gure est issue de Shuping
et al. [43℄.
se produirait sur les parois de la avité reusée par la soure I.
La nature exate de la soure I et des soures ompates alentours est toujours sujet à aution et,
il est envisagé que ertaines puissent être des étoiles jeunes enfouies dans des "oons" de poussière
[25℄.
L'émission observée de la plupart des transitions moléulaires provient d'une région de rayon
2030" entrée sur IR2. La taille de ette région est omparable ou inférieure aux lobes de la plupart
des radiotélesopes. La région n'étant pas résolues dans e type d'étude, il est ourant de repérer
les régions d'où provient l'émission par rapport aux aratéristiques des omposantes spetrales. On
distingue ainsi 3 régions présentant des aratéristiques spetrales diérentes :
 le HotCore : ette région qui s'étend sur 10" de diamètre et qui est entrée sur IR2 est
assoiée aux soures ompates IR alentours. Les transitions provenant de ette region ont une
largeur ∼ 15 km s−1 et sont entrées sur une vitesse vLSR ∼ 5 km s−1. Cette région est dense
(n(H2) ∼ 106−8 m−3) et la température du gaz est dans le domaine T = 100300 K. Elle
présente de plus la partiularité de posséder des abondanes importantes de moléules organiques
omplexes et rihes en azote (p. ex. CH3CN, CH3CH2CN, ...).
 le Plateau : ette omposante est assoiée à une éjetion de matière se produisant sur une
diamètre de l'ordre de 40". Cette éjetion orrespond à du gaz en expansion et deux omposantes
en vitesse sont identiées : un premier outow est aratérisé par une expansion lente du gaz,
.-à-d. v = 18±2 km s−1 (la largeur des transitions est ∼ 35 km s−1), et le seond orrespond à un
vent rapide. La omposante spetrale assoiée à e dernier outow présente une largeur pouvant
aller jusque 250 km s
−1
. Cette région a une densité de l'ordre de n(H2) ∼ 105−6 m−3 et une
température T = 100-150 K. Elle est de plus traée par des moléules simples telles que CO, SO,
SiO, ...
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 le Ridge : ette région orrespond au nuage ambiant dans lequel est enfoui le HotCore. Les
transitions émergeant de ette région présentent des prols étroits, .-à-d. de largeur ∼ 4 km
s
−1
et sont vues à une vitesse vLSR ∼ 9 km s−1. On distingue le Ridge alme de la omposante
plus dense située au NE qui est nommée Ridge ompat. La densité du Ridge est typiquement de
∼ 104−5 m−3 et sa température T ∼ 50 K. On observe dans ette omposante une forte abondane
de moléules organiques rihes en oxygène (p. ex. CH3OH, (CH3)2O, ...)
La Figure 10.6 est une ariature du omplexe BNKL sur laquelle sont indiquées les diérentes
régions du nuage identiées suivant les aratéristiques spetrales itées préédemment.
Figure 10.6  Sketh représentant la struture du omplexe BNKL. Cette gure est issue de Boonman
[4℄.
10.2 Observations de H2O dans Orion
La moléule d'eau joue une rle important dans l'équilibre thermique des nuages. Chronologi-
quement, il a tout d'abord été prédit par la modélisation de la himie des nuages, que ette moléule
devait ompter parmi les espèes moléulaires les plus abondantes, ave une abondane relative par
rapport à H2 qui est typiquement de l'ordre de (1 − 10) 10−5. Cei mis en rapport ave la rihesse
de son spetre dont les transitions ouvrent des longueurs d'onde allant de l'IR aux ondes entimè-
triques entraîne que H2O ontribue eaement au refroidissement du gaz, ave CO et H2 [33℄ :
le proessus à l'oeuvre lors du refroidissement est l'évauation d'une partie de l'énergie thermique
du gaz lorsque la moléule émet un photon dans une longueur d'onde où le milieu est optiquement
mine.
La onrmation de l'abondane importante de la moléule d'eau dans les régions de formation
d'étoiles a longtemps été impossible en raison de la présene de ette moléule dans l'atmosphère,
empêhant ainsi les observations depuis le sol. Bien que les transitions masers à 22 et 183 GHz
de ette moléule soient observables depuis le sol, une détermination préise de l'abondane basée
sur de telles observations est déliate. Des observations de e type eetuées par J. Cerniharo ont
néanmoins permis une première estimation de l'abondane de H2O dans Orion [5; 6℄ et W49N [5; 20℄,
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onrmant ainsi la forte abondane de ette moléule.
Une détermination plus préise de l'abondane de H2O a nalement été rendue possible par des
observations depuis l'espae, et plus partiulièrement par les satellites SWAS ("Submillimeter Wave
Astronomy Satellite") et ISO ("Infrared Spae Observatory"). Un grand nombre de transitions ro-
tationnelles ont alors été détetées et l'émission observée étant d'origine thermique, son analyse a
permis des estimations d'abondanes plus ables.
Les données utilisées dans e travail orrespondent à des observations eetuées ave l'instru-
ment LWS ("Long Wavelength Spetrometer") embarqué sur ISO ; le domaine de longueurs d'onde
ouvert par et instrument est 43 < λ < 197 µm. Les données ont été aquises dans le mode
FabryPerot qui permet d'atteindre une résolution λ/∆λ ∼ 6800− 9700. Aussi, la résolution angu-
laire de et instrument est bien approximée par une prol gaussien dont le lobe à mipuissane est
θLWSHPBW ∼ 80". De plus amples détails onernant es observations peuvent être trouvés en Annexe
G.6. Ajoutons que la alibration des observations a été eetuée par J. Goioehea et on se référera
à sa thèse [19℄ pour obtenir les détails onernant la proédure suivie. Ces observations ont donné
lieu à une analyse préliminaire qui a été eetuée par J. Cerniharo [7℄. De plus, il a été fait usage
d'observations omplémentaires de plus faible résolution spetrale et dérites par Lerate [30℄. Au
total, plus de 70 transitions de H2O ont été observées inluant des transitions appartenant à des
isotopologues rares, .-à-d. H
18
2 O et H
17
2 O.
En plus des observations liées à H2O, le ontinuum IR entre 2 et 197 µm a été mesuré ave ISO.
Ces observations obtenues dans un mode de plus faible résolution spetrale (.-à-d. λ/∆λ ∼ 30)
ont été utilisées an de ontraindre la struture géométrique (en taille, densité et température ) du
omplexe BNKL.
La présene de H2O dans le omplexe BNKL a été étudiée auparavant à partir d'observations
eetuées ave l'instrument SWS ("Small Wavelength Spetrometer") embarqué sur ISO [46℄. Les
observations eetuées ave et instrument sont sensibles à une région moins étendue que elles
eetuées ave l'instrument LWS, le lobe à mipuissane étant θSWSHPBW ∼ 30", et sont dans e
travail utilisées en omplément des observations LWS. A partir de es observations, il a été onlu
que l'émission de l'eau vue par ISO provient du plateau où son abondane est estimée à X(H2O) =
(2− 5) 10−4 [55℄.
10.3 Modélisation de OrionIR2 : ontinuum IR entre 2 et 197 µm
La modélisation de l'émission de H2O dans le omplexe BNKL est rendue omplexe pour
plusieurs raisons. D'une part, la faible résolution angulaire des observations entraîne que l'émission
observée orrespond à l'émission "moyenne" issues de régions dans lesquelles les onditions physiques
sont non-uniformes. A la setion 10.1, il a été vu qu'à l'intérieur d'un rayon de 20" autour de IR2,
les onditions sont fortement hétérogènes et on observe plusieurs soures ompates en infrarouge
enfouies dans un milieu plus froid. De plus, le milieux est tourmenté et on observe des vents dont
la desription inue sur la modélisation des spetres. Enn, une dernière diulté est liée à la forte
opaité des transitions de H2O.
Dans l'étude qui suit, la faible résolution angulaire motive l'utilisation d'une géométrie simple
pour dérire la région, .-à-d. sphérique. L'émission de H2O est ensuite modélisée en parallèle du
ontinuum IR lié à l'émission du HotCore et de la poussière présente dans le Plateau et le Ridge.
La desription du traitement de l'émission et de l'absorption par les poussières est dérite à la
setion 3.5. Nous utilisons les oeients d'absorption de Draine [11℄ pour le graphite et les "siliates
astrophysiques" et dans la modélisation atuelle, la diusion par les poussières qui ontribue à
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l'extintion pour λ < 10 µm n'est pas inlue.
L'émission du HotCore et modélisée par une loi de orps gris :
IHC(λ) = Bλ(THC)
[
1− e−τλ] ave τλ = τ150(150
λ
)β
(10.1)
où Bλ(T ) est la fontion de Plank et τ150 est l'opaité à 150 µm.
Les paramètres qu'il est à priori important de déterminer an de dérire ensuite l'émission de
H2O sont, pour :
 le HotCore : son diamètre angulaire ΦHC , sa température THC , τ150 et β
 le Plateau : son diamètre ΦP , la température TP et la densité nP (H2) du gaz
 le ridge : son diamètre ΦR, la température TR et la densité nR(H2) du gaz
L'émission et l'absorption par les poussières étant sensible à la omposition des poussières ainsi
qu'à la densité et température des poussières, il est néessaire de faire ertaines hypothèses pour
relier es quantités à la densité et à la température du gaz. Nous assumons don que le rapport de
la masse du gaz sur elle des poussières vaut MG/D = 100 et que les températures du gaz et des
diérents types de poussières sont identiques. Enn, dans le adre de la distribution de taille MNR,
il est néessaire de dénir les tailles minimales et maximales des grains de graphite et de siliate
ainsi que le rapport des masses de es deux types de grains.
D'après les observations d'un éhantillon de nuages [11℄, il a été obtenu à partir d'un modèle
équivalent pour la desription des poussières que l'extintion qu'elles entraînent est en général
onsistante ave un pourentage en masse de siliates xsil ∼ 0.4 et que les dimensions minimales et
maximales des grains sont de l'ordre de amin ∼ 0.005 µm et amax ∼ 1.0 µm.
An de modéliser le ontinuum IR, nous partons don des onditions typiques pour les dié-
rentes omposantes identiées dans le omplexe BNKL dont les aratéristiques sont données à la
setion 10.1 ainsi que des aratéristiques "standards" pour les grains de poussière. Nous assumons
de plus que es dernières sont identiques sur l'ensemble du nuage et ne dépendent pas de la région
onsidérée.
10.3.1 Conditions physiques déduites de la modélisation
Lors de la modélisation, nous avons onstaté que les paramètres libres introduits dans les mo-
dèles sont individuellement mal ontraints. Cei provient d'une forte orrélation entre plusieurs des
paramètres du modèle qui s'aompagne d'une forme d'indétermination sur l'inuene exate que
doit avoir haune des zones (.-à-d. HotCore, plateau ou ridge) sur le ontinuum émergeant.
Les paramètres de deux modèles permettant de reproduire le ontinuum observé sont donnés
dans la Table 10.1 et les ontinuums orrespondant à es deux jeux de paramètres sont ompa-
rés aux observations à la Figure 10.7. Sur ette gure, on onstatera tout d'abord que pour
Modele HotCore Plateau Ridge poussiere
ΦHC THC β ΦP nP (H2) TP ΦR nR(H2) TR amin amax xsil
1 10 175 0.1 40 5.0 105 120 160 3 105 33 0.005 0.80 0.35
2 10 210 4.3 40 3.1 105 140 165 2.5 105 15 0020 1.1 0.37
Table 10.1  Paramètres obtenus lors de la modélisation du ontinuum vu par ISO. Les températures
sont données en Kelvin, les diamètres en seonde d'ar et les densités en cm−3. Les dimensions minimale
et maximale des grains sont en µm.
λ < 10 µm, les modèles sousestiment de manière importante le ux observé. Cei provient du
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Figure 10.7  Continuum mesuré par ISO entre 2 et 200 µm dans la diretion de Orion IR2. Les
observations sont omparées aux modèles dont les paramètres sont donnés dans la Table 10.1
fait, qu'à e stade, la diusion n'a pas été inlue dans les aluls. Ensuite, on remarquera la dison-
tinuité à λ ∼ 47 µm due aux diérenes de taille des lobes à mipuissane des instruments SWS et
LWS.
Ensuite et ompte tenu de l'inertitude sur la alibration des données (variant de 5 à 30% pour les
observations SWS [55℄ et de 20 à 50% pour les observations LWS [19℄, les variations orrespondant
à l'évolution de l'erreur sur les domaines de longueurs d'onde ouverts par les instruments), on voit
qu'il n'est pas possible de privilégier l'un des modèles uniquement sur la base de es observations.
De plus, on notera que ertains des paramètres obtenus pour les deux modèles présentent de fortes
variations : en partiulier, le oeient β varie d'un fateur 40 et la température du Ridge d'un
fateur 2. Cei est une onséquene de la orrélation des diérents paramètres et d'une insensibilité
des observations par rapport à la région d'où provient l'émission et à elle qui entraîne l'absorption.
La Figure 10.8 illustre la dépendane du ontinuum aux diérents paramètres de la modélisation :
haque panneau représente le ontinuum obtenu en faisant varier l'un des paramètres du modèle
n
o
1. On voit que pour e modèle, le ontinuum est peu inuené par les paramètres du Hot-Core, en
raison de la valeur faible du oeient β. De manière plus générale, la modélisation est peu sensible
à la valeur de amin : ei provient du fait que le oeient d'absorption Qabs est proportionnel à la
dimension a des grains lorsque les grains sont de petite taille [11℄. Enn, on voit à partir de ette
gure la orrélation existant entre les diérents paramètres. On remarquera par exemple que la
pente du ontinuum au delà de 50 µm est modiée de manière similaire par rapport aux variations
de TR ou de TP , ou que globalement, une diminution de ΦR aompagnée d'une augmentation de
nR(H2) amène au même ux émergeant.
En onlusion, on voit qu'il est possible de reproduire orretement le ux observé et ei, malgré
la simpliité de la géométrie adoptée par omparaison à la réalité physique de la région. Cependant,
un problème est que le jeu de paramètres obtenu n'est pas unique.
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Figure 10.8  Inuene d'une variation des paramètres du modèle reproduisant le ontinuum observé.
Les paramètres du modèle de référene sont donnés dans la Table 10.1 et, haque panneau donne le ux
pour une variation de l'un des paramètres.
10.3.2 Inuene des diérentes régions
A partir des modèles préédents, il est intéressant de voir la ontribution de haque région du
modèle, .-à-d. du HotCore, du Plateau et du Ridge, au ux total observé. Cei est important ar
an de orretement modéliser les transitions de H2O, il est néessaire de reproduire les ontribu-
tions respetives de es 3 omposantes. Le peuplement des niveaux de rotation de H2O est en eet
dans une large mesure inuené par le hamp de rayonnement IR. Ajoutons de plus que hormis les
diérenes obtenues pour le ontinuum IR, les modèles dièrent par les températures et densités
du gaz qui inuent diretement sur le peuplement des niveaux de rotation de H2O via les ollisions
entre moléules.
A partir de la Figure 10.9, on voit que les deux modèles disutés préédemment dièrent par les
ontributions respetives du HotCore et du Ridge au ux total. Le rapport des ux du HotCore
est plus de 5 fois supérieur, au delà de 60 µm, pour le modèle no2 par omparaison au modèle no1.
On voit de plus sur ette gure que l'extintion due au plateau est faible dans les deux modèles et
que la quasitotalité de l'extintion est due au Ridge.
Cei entraîne que dans le as du modèle n
o
2, le ux dans la région du Plateau est globalement
plus important pour l'ensemble des longueurs d'onde. Une onséquene est que les niveaux d'éner-
gie élevée de H2O sont plus fortement peuplés dans un modèle du type du modèle n
o
2. Une autre
onséquene est que la répartition de la température eetive assoiée au rayonnement d'arrière
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plan est diérente dans les deux modèles. En onsidérant la propagation du rayonnement le long
d'un paramètre d'impat passant par le HotCore, on voit que dans le as du modèle n
o
2, l'aire
eetive de l'absorption va être supérieure à elle du modèle n
o
1. En revanhe, pour les paramètres
d'impat ne roisant pas le diamètre du HotCore, le rayonnement d'arrière plan est onditionné
par les onditions dans le Ridge. L'aire eetive de l'absorption est alors plus importante pour es
paramètres d'impat dans le as du modèle n
o
1.
Figure 10.9  Contribution des diérentes omposantes des modèles au ux observé par ISO dans la
diretion de Orion IR2. Le rapport entre l'émission du modèle n
o
2 sur elui du modèle n
o
1 pour le
HotCore, le Plateau et le Ridge est aussi indiqué.
Finalement, la modélisation simultanée du ontinuum et des transitions de H2O doit permettre
de mieux ontraindre les onditions physiques de la région : les modèles reproduisant les transitions
de H2O sont un sousensemble des modèles reproduisant le ontinuum observé.
10.4 Modélisation de OrionIR2 : transitions de H2O
An de modéliser les transitions de H2O et des isotopologues H
17
2 O et H
18
2 O nous utilisons les
taux de ollisions de H2OHe de Green [23℄ : es taux sont préférés aux taux de H2OH2 [36℄ ar
ils sont obtenus pour les 45 premiers niveaux rotationnels de para et orthoH2O. Les observations
vers OrionIR2 montrent en eet que les transitions impliquent des niveaux d'énergie élevée, .-à-d.
jusqu'au 827 à 885 m
−1
pour orthoH2O et au 642 à 757 m
−1
pour paraH2O. L'observation de es
transitions implique un peuplement eae des niveaux de rotation, dû à un hamp de rayonnement
IR intense et/ou à des densités et des températures élevées.
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Les transitions observées pour H2O ouvrent un domaine de longueurs d'onde allant de 2 à
197 µm : entre 2 et 10 µm, des transitions dues à la phase solide sont notamment observées [46; 21℄.
Sur ette gamme de longueurs d'onde, les prols des transitions observées présentent des aratéris-
tiques diérentes : les transitions vues par l'instrument SWS [46℄ montrent des prols en absorption
et, les transitions observées par l'instrument LWS sont de type PCygni ou en émission pure. Ces
diérenes sont dues en partie aux résolutions angulaires des deux instruments mais surtout, aux
longueurs d'ondes respetives des observations.
10.4.1 Caratéristiques de l'émission : géométrie du modèle
Comme il a été vu à la setion 10.1, le omplexe BNKL est omposé de plusieurs régions
dont les onditions en densité et température sont diérentes. De plus, des éjetions de matière
aratérisées par des vents de grande et faible vitesses sont présentes dans ette région. Dans le
as des observations eetuées par ISO, la résolution spetrale est insusante pour diserner la
omposante à grande vitesse et nous ne onsidérons don dans la modélisation que la omposante
dont la vitesse est vexp ∼ 20±5 km s−1. La présene de et outow ainsi que la présene du HotCore
amènent à onsidérer ertaines aratéristiques de l'émission des moléules dans la région.
Figure 10.10  Prol émergeant de la transition 303 −
212 de orthoH2O pour diérents paramètres d'impat.
Pour haque spetre, l'axe des absisses orrespond à la
fréquene donnée par rapport à la fréquene entrale de
la transition au repos et orrigée du vLSR du HotCore.
L'axe des ordonnées donne le ux normalisé par rapport
au ontinuum (.-à-d. T ∗A/T
∗
A (cont))
.
La Figure 10.10 présente le pro-
l émergeant de la transition 303 −
212 de orthoH2O à 174 µm en
fontion du paramètre d'impat. Les
spetres émergeant orrespondent au
as d'un télesope "idéal" dont les
résolutions angulaire et spetrale se-
raient innies (.-à-d. θ
HPBW
→ 0” et
σν0 → 0 km s−1, f. setion suivante).
Sur ette gure, plusieurs aratéris-
tiques liées au modèle sont à noter.
D'une part, on onstate que pour la
ligne de visée passant par le Hot
Core, le prol est en absorption et que
eluii est entré sur une vitesse de
-18 km s
−1
. Pour toutes les transi-
tions de H2O, les lignes de visée pas-
sant par le HotCore donnent systé-
matiquement des prols émergeant en
absorption en raison de l'importane
du ux IR émis par le HotCore.
Pour la ligne de visée entrale, le prol est entré sur la vitesse vHC − vgaz où vgaz et vHC sont
les vitesses relatives par rapport à l'observateur, respetivement, du gaz situé en avant plan du Hot
Core et du HotCore. Dans le as présent, le modèle onsidère que dans le Plateau, la vitesse du gaz
est indépendante du rayon et aratérise un outow à vexp = 18 km s
−1
, et on a vgaz − vHC = vexp.
Pour les lignes de visée traversant le Plateau, les prols sont vus en émission et sont globale-
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ment entrés sur vHC : le long d'un paramètre d'impat, la vitesse du gaz ontribuant à l'émis-
sion est vexp cos θ où θ dépend du paramètre d'impat et varie dans l'intervalle [θp;π − θp] ave
θp = arcsin(p/R). On voit don que la vitesse du gaz vgaz − vHC varie entre vexp cos θp et 0 pour la
demisphère située en avant plan du HotCore et entre 0 et −vexp cos θp pour la demisphère située
en arrière plan. Sur la Figure 10.10, on onstate bien que les vitesses extrêmes pour lesquelles on a
de l'émission autour de vHC diminuent ave le paramètre d'impat. On remarquera de plus que les
prols sont dissymétriques par rapport à vHC : les moléules d'eau présentes dans la demisphère
en avant plan du HotCore et dans les ouhes les plus externes absorbent le rayonnement émis par
les moléules présentes dans les régions les plus profondes du nuage. L'absorption est alors entrée
autour de la vitesse v = −vexp cos θp.
Ces diérentes aratéristiques de l'émission sont ependant "masquées" au niveau des observa-
tions, en raison du manque de résolution angulaire et spetrale des observations de ISO.
10.4.2 Réponse instrumentale
An de omparer les résultats de la modélisation aux observations, il est néessaire de prendre
en ompte la réponse de l'instrument. Dans le as des instruments SWS et LWS, le diagramme de
rayonnement qui aratérise la réponse angulaire est approximée par un prol Gaussien (f. setion
3.6).
Il est de plus néessaire de prendre en ompte la réponse spetrale. Pour les observations LWS
et SWS eetuées dans le mode FabryPerot, ellei est donnée par un prol Lorentzien :
Γ(ν − ν0) = 1
π
σν0
(ν − ν0)2 + σ2ν0
(10.2)
où σν0 est la résolution instrumentale à la fréquene ν0 et vaut dans le as présent 10 km s
−1
pour
l'instrument SWS [55℄ et 30 km s
−1
pour l'instrument LWS. Le prol observé est ensuite obtenu en
onvoluant la réponse instrumentale ave le rayonnement issu de la soure :
T
∗
A(ν0) =
∫
T ∗A(ν) Γ(ν − ν0)dν (10.3)
La Figure 10.11 montre le prol émergeant de la transition 303 − 212 obtenu en prenant en
ompte, dans un premier temps, la réponse angulaire et, dans un seond temps, la réponse spetrale.
La omparaison de es prols aux spetres de la Figure 10.10 donnés pour diérents paramètres
d'impat, montre la diulté renontrée lorsque l'on herhe à remonter aux aratéristiques des
diérentes régions à partir des observations. En partiulier, la résolution spetrale amène à une
ertaine onfusion sur les vitesses des omposantes entraînant l'absorption ou l'émission.
Sur ette gure, on ompare de plus les prols émergeant que l'on obtiendrait si les observations
eetuées dans le domaine LWS (ave θLWS
HPBW
∼ 80” ) avaient la même résolution angulaire que
elles de l'instrument SWS (ave θSWS
HPBW
∼ 30”). On onstate que la diérene de résolution des
deux instruments n'amène pas à des variations signiatives sur les spetres onvolués. Cei est dû
à e que la région d'où émerge le rayonnement a une dimension similaire à elle de θSWS
HPBW
: au delà
de 40", l'émission de H2O est faible et la région supplémentaire qu'englobe la plus grande ouverture
de l'instrument LWS n'ajoute pas de omposante spetrale. Les diérenes dans les prols sont
don uniquement dues au plus grand poids donné aux lignes de visée entrales ave la résolution de
l'instrument SWS à la région HotCore+Plateau.
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Figure 10.11  Prols émergeant de la transition 303− 212 obtenus en prenant en ompte les résolutions
angulaire et spetrale.
10.4.3 Résultat de la modélisation
Comme il a été dit préédemment, les observations eetuées ave l'instrument SWS montrent
qu'entre 25 et 47 µm, les transitions sont vues en absorption. Pour l'instrument LWS, on observe
que les transitions entre 50 et 100 µm sont de type PCygni ou en émission pure alors qu'au delà de
100µm, les prols observés sont uniquement en émission. Le fait que l'on n'observe pas de transitions
en absorption provient en partie de la taille du lobe LWS, mais prinipalement des longueurs d'onde
des observations : entre 50 et 100 µm le ux IR diminue d'un ordre de grandeur et la omposante
en absorption devient don moins importante lors de la onvolution.
La Table 10.2 donne les paramètres obtenus pour deux modèles permettant de reproduire la
plupart des transitions observées de H
18
2 O et H
16
2 O. Pour l'isotopologue rare de H2O, nous assu-
mons que la rapport des abondanes est identique au rapport [16O]/[18O] renontré dans le milieu
interstellaire loal. La omparaison des modèles et des observations est présentée sur la Figure 10.12,
la Figure 10.13 et la Figure 10.14
Modele HotCore Plateau Ridge
ΦHC THC β ΦP nP (H2) TP X(H2O) ΦR nR(H2) TR X(H2O)
1 10 250 10 40 3.5 105 80 3 10−5 300 105 25 < 10−10
2 10 250 10 40 2.5 105 100 2 10−5 300 105 25 < 10−10
Table 10.2  Paramètres obtenus lors de la modélisation onjointe du ontinuum vu par ISO et des
transitions de H
16
2 O et H
18
2 O. Les températures sont données en Kelvin, les diamètres en seonde d'ar et
les densités en cm−3. L'abondane de H162 O est donnée par rapport à H2 et elle de H
18
2 O est inférieure
d'un fateur 500.
On onstatera que les deux modèles présentés ii sont globalement en aord ave les observa-
tions bien que ertaines transitions ne soient pas orretement reproduites. Néanmoins, il est assez
diile de tranher quant à l'origine de es éarts : ompte tenu des faibles résolutions angulaires et
spetrales, l'analyse est rendue omplexe et la répartition spatiale de l'abondane de l'eau ainsi que
la struture en densité et en température est mal ontrainte par les observations. De plus, il faut
garder à l'esprit que la géométrie utilisée est simple par omparaison à la struture observée pour
le nuage ave une meilleure résolution angulaire. Enn, d'autres paramètres tels que les oeients
aratérisant l'absorption par les poussières ou les taux de ollisions peuvent inuer sur les résultats.
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Figure 10.12  Observations et modèles des transitions de H
18
2 O observées par ISO. La ourbe rouge
orrespond au modèle n
o
1 et la bleue au modèle n
o
2 de la Table 10.2.
Néanmoins, sur l'ensemble des modèles alulés, eux reproduisant le mieux les observations
donnent pour les onditions physiques du Plateau, nP (H2) ∼ (2 − 4) 105 m−3, TP ∼ 80 − 100 K
et X(H2O) ∼ (2− 3) 10−5. Ces onditions dièrent de elles déterminées préédemment notamment
en raison de la prise en ompte du hamp de rayonnement IR dans le peuplement : en partiu-
lier, les aluls montrent que le peuplement par le ontinuum est susamment eae pour que
les transitions puissent être reproduites sans faire intervenir des densités ou des températures éle-
vées dans le Plateau. Une disussion plus détaillée de l'impliation de es résultats est donnée en
Annexe G.6.
10.4. Modélisation de OrionIR2 : transitions de H2O 199
Figure 10.13  Observations et modèles des transitions de H
16
2 O observées par ISO entre 25 et 93 µm.
La ourbe rouge orrespond au modèle n
o
1 et la bleue au modèle n
o
2 de la Table 10.2
200 Chapitre 10. Modélisation astrophysique
Figure 10.14  Observations et modèles des transitions de H
16
2 O observées par ISO entre 93 et 180 µm.
La ourbe rouge orrespond au modèle n
o
1 et la bleue au modèle n
o
2 de la Table 10.2
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Chapitre 11
Conlusion
L'analyse du rayonnement émis par une moléule lorsque le peuplement de ses niveaux d'énergie
s'eetue horsETL néessite de onnaître les onstantes de vitesse de ollision aratérisant l'ex-
itation de ette moléule par ollision ave la ou les espèes moléulaires majoritaires du milieu.
Dans le adre de l'étude de l'émission observée dans les régions de faible densité, et notamment les
régions de formation d'étoiles, il est don néessaire de onnaître es onstantes pour les ollisions
ave H2. Ajoutons que dans un futur prohe, les observations qui seront eetuées par Hershel et
par ALMA seront d'une résolution spetrale et angulaire susante pour que la préision sur les taux
de ollision soit l'un des paramètres ritiques de la modélisation des régions observées.
Cette thèse s'insrit dans e adre et porte sur les moléules N2H
+
et H2O. Tout d'abord, une
étude a été menée sur l'exitation ollisionnelle de es moléules ave les partenaires respetifs He
et H2. Ensuite, une analyse du rayonnement observé de es moléules en provenane de régions de
formation d'étoile a été eetuée.
N2H
+
Dans le as de N2H
+
, les taux de ollision disponibles avant e travail onernaient la struture
rotationnelle de N2H
+
et onsidéraient des ollisions ave He. La préision alors obtenue sur les taux
était de plus limitée par les moyens numériques de l'époque.
Une première étape du travail a don onsisté à eetuer une étude quantique de la dynamique
ollisionnelle qui a amené à la détermination de onstantes de vitesse de ollision entre niveaux
hyperns. Le alul a été eetué à partir d'une surfae d'énergie potentielle déterminée par une
méthode ab initio et alulée par M. Meuwly. L'approhe Close Coupling inluant la struture hy-
perne étant trop onéreuse du point de vue du temps de alul, nous avons utilisé une méthode de
reouplage. Le formalisme de ette méthode existait pour le as d'une moléule possédant un spin
nuléaire et il a été étendu, dans le as présent, au as d'une moléule possédant deux spins nu-
léaires. Une étude qualitative du omportement des setions eaes dans e formalisme a ensuite
été eetuée et nous a permis de dégager ertaines propriétés expliquant le omportement relatif
des setions eaes hypernes assoiées à une transition rotationnelle donnée. Cette étude de la
dynamique de N2H
+
He a nalement abouti à la détermination de onstantes de vitesse de ollision
pour les niveaux hyperns assoiés aux 7 premiers niveaux rotationnels de N2H
+
et pour la gamme
de température T = 5− 50 K.
Les taux alulés ont ensuite été utilisés an de disuter l'émission observée pour N2H
+
dans les
régions de formation d'étoiles de faible masse, ette moléule étant partiulièrement bien adaptée
à la aratérisation des oeurs denses qui y sont présents. En règle générale, les observations des
transitions hypernes assoiées à la transition j = 1− 0 de ette moléule présentent des rapports
d'intensité diiles à reproduire. Les expliations possibles de l'origine de es anomalies d'intensité
peuvent être la préision des taux de ollisions utilisés ou un eet lié à une mésestimation des
opaités des diérentes transitions hypernes. A partir des taux alulés durant ette thèse, il nous
a été possible de disuter es diérentes origines.
En omparant plusieurs jeux de taux de ollision, il est apparu que la préision ave laquelle
ils sont déterminés se réperute sur l'estimation de l'abondane de N2H
+
mais ne permet pas
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d'expliquer les anomalies d'intensité : les éarts relatifs entre les intensités obtenues à partir des
diérents jeux de taux pour les transitions hypernes de j = 1− 0 sont inférieurs aux éarts entre
les observations et les modèles, pour les transitions jF1F = 110−011 et 112−012. En revanhe, nous
avons onstaté que le hoix de la méthode adoptée lors de la résolution du transfert de rayonnement
et le hoix fait pour dérire la struture en densité et température du nuage ont une inuene
onsidérable sur les spetres émergeant. En partiulier, il est montré que la struture en densité
joue un rle fondamental : les régions externes peu denses absorbent le rayonnement des régions
internes et l'eaité de l'absorption dépend de l'opaité de la transition hyperne onsidérée.
Finalement, après l'étude faite durant ette thèse, il semble que les anomalies d'intensité puissent
être reproduites en prenant en ompte la diusion du rayonnement par les régions exterieures aux
oeurs denses où la densité est plus faible.
Au ours de la thèse, nous avons eetué des observations des transitions j = 1 − 0, 2 − 1 et
3 − 2 de N2H+ et j = 2 − 1 et 3 − 2 de N2D+, au radiotélesope de 30-m de Pio Veleta. Notons
qu'il s'agissait de la première observation faite de la transition j = 2− 1 de N2H+, rendue possible
par l'exellente onnaissane qu'à J. Cerniharo du télesope de 30-m et par les onditions météo-
rologiques favorables (la transition se situe à 183 GHz, en dehors de la bande passante du télesope
et à une fréquene où l'opaité de l'atmosphère est importante). Ces observations ont ensuite été
modélisée e qui a permis de ontraindre, d'une part, la struture en densité et température des
nuages et d'autre part, les abondanes respetives de N2H
+
et N2D
+
. En omparant les résultats
obtenus par rapport à d'autres estimations faites pour la densité des nuages, il apparaît que les
estimations basées sur les observations de N2H
+
sont en bon aord ave elles liées à une analyse
du ontinuum en émission dû à la poussière. En revanhe, les éarts sont plus importants lorsque
es estimations sont omparées à elles faites à partir d'autres moléules. Les origines possibles
sont nombreuses : la méthode d'analyse, la desription de la struture du nuage, la répartition de
l'abondane des moléules à des éhelles non résolues, l'inertitude sur les taux de ollision, ...
H2O
La moléule d'eau est présente dans l'univers dans des environnements variés (p. ex. régions de
formation d'étoiles, enveloppes irumstellaires, omètes, planètes ...). Dans les régions froides ainsi
que, par exemple, dans les atmosphères irumstellaires, la moléule H2 est parmi les espèes les
plus abondantes. Pour ette raison, le système ollisionnel H2OH2 a déjà été le sujet d'études : les
taux de ollisions atuellement disponibles ouvrent la gamme 5140 K.
L'importane de la moléule d'eau, dont l'observation sera le prinipal objetif du satellite Her-
shel, a motivé le alul d'une SEP de plus grande préision par rapport à elle préédemment
utilisée, e alul ayant été eetué par Faure et al. Au ours de ette thèse, nous avons don utilisé
ette surfae ave omme prinipal objetif, la réatualisation des onstantes de vitesse de ollision
atuellement disponibles, l'extension à de plus hautes températures et la prise en ompte d'un plus
grand nombre de niveaux rotationnels. De plus, en raison de la qualité de la surfae et de l'exis-
tene préalable de taux pour le système H2OH2, le parti a été pris de ne pas avoir reours à des
approximations lors des aluls de dynamique ollisionnelle. En raison de la lourdeur des aluls,
euxi sont atuellement toujours en ours et vont aboutir dans peu de temps à un jeu de taux de
ollision pour orthoH2O ave les symétries para et ortho de H2, inluant les 20 premiers niveaux
rotationnels de H2O et les 3 premiers niveaux rotationnels de H2, la gamme de température ouverte
étant T = 5− 300 K.
L'analyse du omportement des setions eaes pour les ollisions ave les espèes ortho et para
de H2 a notamment permis de mettre en avant l'inuene jouée par les termes liés à l'interation
ave le quadrupole de H2 : es termes sont à l'origine des diérenes de magnitude entre les setions
eaes ave ortho ou paraH2.
Un seond objetif a été de déterminer les paramètres d'élargissement de raie par ollision des
transitions radiatives de H2O, es données étant utiles à l'interprétation des observations faites de
ette moléule dans les atmosphères planétaires. De plus, l'existene de données expérimentales
pour la transition 414− 321 permet de tester la qualité de la surfae d'énergie potentiel et doit don
permettre à terme d'estimer la qualité des onstantes de vitesse de ollision.
Durant ette thèse, nous nous sommes de plus intéressé à l'analyse de l'émission de la moléule
d'eau dans le nuage d'Orion et à la position de la soure ompate en infrarouge IR2. La modé-
lisation s'est basée sur des observations faite par le satellite ISO d'un grand nombre de transitions
rotationnelles de H2O ainsi que des isotopologues
18
O et
17
O. L'importane jouée par le rayonne-
ment infrarouge dans le peuplement des niveaux d'énergie a motivé l'implémentation dans le ode
de transfert de rayonnement nonloal d'un traitement rigoureux de l'émission par les poussières.
Cei a permis, en modélisant simultanément les transitions de H2O et le ontinuum observé dans
la diretion de IR2, de ontraindre les paramètres physiques de la région (densité et température)
ainsi que l'abondane de l'eau.
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A.1 Parité et norme des fontions angulaires en BF
Parité
Dans ette annexe, on se réfère en partie au livre de Zhang (.f. référene [35℄ du hapitre 1). Il
a été vu à la setion 1.3 que les fontions d'onde en BF, dénies suivant :
Y˜JMαΩ = DJΩM F j12Ωj1m1j2m2 (A.1)
ne sont pas fontions propres de l'opérateur parité Π, l'ation de ette opérateur amenant à :
Π Y˜JMα±Ω = (−1)j1+j2+j12−J Y˜JMα∓Ω (A.2)
A partir de ette expression, on voit qu'il est néanmoins possible de onstruire une fontion propre
de l'opérateur parité en prenant une ombinaison linéaire des fontions YJMαΩ et YJMα−Ω. En adoptant
ette dénition, on onstate qu'il n'est utile de s'intéresser qu'aux valeurs Ω ≥ 0, et on introduit la
notation Ω¯ = |Ω| pour dénir :
Y˜JMǫαΩ¯ = Y˜JMαΩ¯ + ǫ′ Y˜JMα−Ω¯ (A.3)
L'ation de l'opérateur Π sur ette fontion est alors :
Π Y˜JMǫαΩ¯ = (−1)j1+j2+j12−J ǫ′
(
Y˜JMαΩ¯ + ǫ′Y˜JMα−Ω¯
)
= ǫ Y˜JMǫαΩ¯ (A.4)
où ǫ′ est hoisi an que la fontion soit de parité ǫ = ±1, soit : ǫ′ = (−1)j1+j2+j12−J ǫ.
Norme
La norme des fontions adaptées en parité est une ombinaison linéaire d'intégrales du type :
∫
drˆ dρˆ1 dρˆ2 Y˜JM ∗αΩ¯′ Y˜JMαΩ¯ =
∫
drˆ DJ ∗Ω′M (rˆ)D
J
ΩM (rˆ)
×
∫
dρˆ1 dρˆ2 F j12 Ω
′ ∗
j1m′1j2m
′
2
(ρˆ1, ρˆ2)F j12 Ωj1m1j2m2(ρˆ1, ρˆ2) (A.5)
En utilisant la relation d'orthonormalité entre harmoniques sphériques :
∫
dρˆ Y ∗l1m1(ρˆ)Yl2m2(ρˆ) = δl1 l2 δm1m2 (A.6)
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on obtient :∫
dρˆ1 dρˆ2F j12 Ω
′ ∗
j1m′1j2m
′
2
(ρˆ1, ρˆ2)F j12 Ωj1m1j2m2(ρˆ1, ρˆ2)
=
∫
dρˆ1 dρˆ2
∑
m′1m
′
2
Cj12Ω
′
j1m′1j2m
′
2
Y ∗j1m′1
(ρˆ1)Y
∗
j2m′2
(ρˆ2)
∑
m1m2
Cj12Ωj1m1j2m2 Yj1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)
=
∑
m1m2
m′1m
′
2
Cj12Ω
′
j1m′1j2m
′
2
Cj12Ωj1m1j2m2
∫
Y ∗j1m′1
(ρˆ1)Yj1m1(ρˆ1)dρˆ1
∫
Y ∗j2m′2
(ρˆ2)Yj2m2(ρˆ2)dρˆ2
=
∑
m1m2
Cj12Ω
′
j1m1j2m2
Cj12Ωj1m1j2m2 = δΩΩ′ (A.7)
D'autre part, à partir de la relation d'orthogonalité :∫
drˆ DJ1 ∗
M1M ′1
(rˆ)DJ2
M2M ′2
(rˆ) =
∫
dφ sin θ dθ DJ1 ∗
M1M ′1
(φ, θ, 0)DJ2
M2M ′2
(φ, θ, 0)
=
4π
[J1]
δJ1 J2 δM1M2 δM ′1M ′2 (A.8)
on obtient que l'expression A.5 se simplie suivant :∫
drˆ dρˆ1 dρˆ2 Y˜JM ∗αΩ¯′ Y˜JMαΩ¯ =
4π
[J ]
δΩΩ′ (A.9)
Cette relation permet de aluler la norme des fontions Y˜JMǫ
αΩ¯
:∫
drˆ dρˆ1 dρˆ2
∣∣∣Y˜JMǫαΩ¯ ∣∣∣2 =
∫
drˆ dρˆ1 dρˆ2
(∣∣∣Y˜JMαΩ¯ ∣∣∣2 + ∣∣∣Y˜JMα−Ω¯∣∣∣2 + ǫ [Y˜JM ∗αΩ¯ Y˜JMα−Ω¯ + Y˜JM ∗α−Ω¯ Y˜JMαΩ¯ ]
)
=
4π
[J ]
[2(1 + ǫ δΩ¯ 0)] (A.10)
En onstatant de plus à partir de la relation A.3 que pour Ω¯ = 0, seul l'état de parité ǫ = 1 existe,
on obtient l'expression des fontions angulaires normées :
YJMα Ω¯ =
√
[J ]
4π
Y˜JMα Ω¯ (A.11)
YJMǫα Ω¯ =
√
[J ]
4π
1√
2(1 + δΩ¯0)
Y˜JMǫα Ω¯ (A.12)
Transformation unitaire
A partir de la dénition A.11 des fontions normées, et de la relation reliant les fontions SF
aux fontions BF (.f. éq. 1.81 de la setion 1.3.1), on obtient :
YJMαl (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
Ω
√
[l]
4π
CJ Ωj12 Ω l 0 Y˜JMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(A.13)
=
∑
Ω
√
[l]
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0 YJMαΩ
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(A.14)
la relation inverse étant :
YJMαΩ (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
l
√
[l]
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0 YJMα l
(
rˆ′, ρˆ′1, ρˆ
′
2
)
(A.15)
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A partir de ette dernière relation et de la dénition A.12 des fontions adaptées en parité et
normées, on obtient la transformation :
YJM ǫα Ω¯ =
1√
2(1 + δΩ¯ 0)
(∑
l
√
[l]
[J ]
[
CJ Ω¯j12 Ω¯ l 0 Y
JM
α l + (−1)j12+l−J CJ −Ω¯j12−Ω¯ l 0 Y
JM
α l
])
=
√
2√
1 + δΩ¯ 0
(∑
l
√
[l]
[J ]
CJ Ω¯j12 Ω¯ l 0 Y
JM
α l
)
(A.16)
A.2 Eléments de matrie
Ation des opérateurs
An d'exprimer l'ation du moment orbital dans le référentiel BF, on érit lˆ sous la forme :
lˆ 2 = Jˆ 2 + jˆ 212 − 2jˆ12z′ Jˆz′ −
(
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
)
(A.17)
Les diérents opérateurs apparaissant dans ette expression agissent suivant :
Jˆ±DJΩ¯M = ~α
∓
J Ω¯
DJΩ¯∓1M (A.18)
jˆ±12 F j12 Ω¯j1m1j2m2 = ~α±j12 Ω¯F
j12 Ω¯±1
j1m1j2m2
(A.19)
Jˆz′ D
J
Ω¯M = ~ Ω¯D
J
Ω¯M (A.20)
Jˆ 2DJΩ¯M = ~
2 J(J + 1)DJΩ¯M (A.21)
jˆ 212 F j12 Ω¯j1m1j2m2 = ~2 j12(j12 + 1)F
j12 Ω¯
j1m1j2m2
(A.22)
ave :
α±AB =
√
A(A+ 1)−B(B ± 1) (A.23)
On rappelle de plus, que dans le référentiel BF, on a l'égalité : Jˆz′ = jˆ12 z′ .
Eléments hors diagonaux
L'ation onjuguée des opérateurs d'annihilation et de réation amène, à partir des relations
préédentes, à :
Jˆ± jˆ∓12 Y˜JMj12 Ω¯ =
(
Jˆ±DJΩ¯M
)(
jˆ∓12 F j12 Ω¯j1m1j2m2
)
= ~2 α∓
JΩ¯
α∓
j12 Ω¯
Y˜JMj12 Ω¯∓1 (A.24)
Cei permet alors d'érire :[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
]
Y˜JMǫ
j12 Ω¯
=
(
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
)(
Y˜JMj12 Ω¯ + ǫY˜
JM
j12−Ω¯
)
= ~2 α−
J Ω¯
α−
j12 Ω¯
Y˜JMj12 Ω¯−1 + ǫ ~
2 α−
J−Ω¯
α−
j12−Ω¯
Y˜JMj12−Ω¯−1 (A.25)
+ ~2 α+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
Y˜JMj12 Ω¯+1 + ǫ ~
2 α+
J−Ω¯
α+
j12−Ω¯
Y˜JMj12−Ω¯+1
= ~2 α−
J Ω¯
α−
j12 Ω¯
(
Y˜JMj12 Ω¯−1 + ǫ Y˜
JM
j12−(Ω¯−1)
)
+ ~2 α+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
(
Y˜JMj12 Ω¯+1 + ǫ Y˜
JM
j12−(Ω¯+1)
)
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où l'on a utilisé la relation : α±A−B = α
∓
AB . Les fontions YJMǫj12 Ω¯ étant dénies à partir de Ω¯, on est
amené à onsidérer le as Ω¯ = 0 à part. Si l'on onsidère le premier terme, on a alors :
Y˜JMj12 Ω¯−1 + ǫ Y˜JMj12−(Ω¯−1) = δΩ¯ 0
[
Y˜JMj12 Ω¯−1 + ǫ Y˜JMj12−(Ω¯−1)
]
+ (1− δΩ¯ 0 )
[
Y˜JMj12Ω¯−1 + ǫ Y˜JMj12−(Ω¯−1)
]
= δΩ¯ 0 ǫ
[
Y˜JMj12 Ω¯+1 + ǫ Y˜JMj12−(Ω¯+1)
]
+ (1− δΩ¯ 0)
[
Y˜JMj12 Ω¯−1 + ǫ Y˜JMj12−(Ω¯−1)
]
=
√
4π
[J ]
[
δΩ¯ 0
√
2YJMǫj12 Ω¯+1 + (1− δΩ¯ 0)
√
2(1 + δΩ¯ 1)YJMǫj12 Ω¯−1
]
(A.26)
On obtient don :[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
]
YJMǫ
j12 Ω¯
=
~2√
2(1 + δΩ¯ 0)
{
α−
J Ω¯
α−
j12 Ω¯
[
δΩ¯ 0
√
2YJMǫj12 Ω¯+1
+ (1− δΩ¯ 0)
√
2(1 + δΩ¯ 1)YJMǫj12 Ω¯−1
]
+ α+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
√
2YJMǫj12 Ω¯+1
}
=
~2√
2(1 + δΩ¯ 0)
{
(1 + δΩ¯ 0)α
+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
√
2YJMǫj12 Ω¯+1
+ α−
J Ω¯
α−
j12 Ω¯
(1− δΩ¯ 0)
√
2(1 + δΩ¯ 1)YJMǫj12 Ω¯−1
}
(A.27)
où l'on a utilisé le fait que α±A 0 = α
∓
A 0. On obtient nalement :[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
]
YJMǫj12 Ω¯ = ~
2
[√
1 + δΩ¯ 0 α
+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
YJMǫj12 Ω¯+1
+ α−
J Ω¯
α−
j12 Ω¯
(1− δΩ¯ 0)
√
1 + δΩ¯ 1 YJMǫj12 Ω¯−1
]
(A.28)
En utilisant la notation de Dira, ave la orrespondane YJMǫj12 Ω¯ ≡
∣∣j12 Ω¯JMǫ 〉, on erit :
〈
j′12, Ω¯
′JMǫ |
[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
] ∣∣j12 Ω¯JMǫ 〉 (A.29)
= ~2
[√
1 + δΩ¯ 0 α
+
J Ω¯
α+
j12 Ω¯
δj′12 j12δΩ′ Ω+1 + α
−
JΩ¯
α−
j12 Ω¯
(1− δΩ¯ 0)
√
1 + δΩ¯ 1 δj′12 j12δΩ′ Ω−1
]
A partir de ette expression, et en remarquant que l'on a α±AB∓1 = α
∓
AB , on trouve pour les éléments
de matrie :〈
j12 Ω¯JMǫ |
[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
] ∣∣j12 Ω¯ + 1JMǫ 〉 = ~2√1 + δΩ¯ 0 α+JΩ¯ α+j12Ω¯ (A.30)〈
j12Ω¯JMǫ |
[
Jˆ+jˆ−12 + Jˆ
−jˆ+12
] ∣∣j12Ω¯− 1JMǫ 〉 = ~2√1 + δΩ¯ 1 α−JΩ¯ α−j12Ω¯ (A.31)
On notera de plus que les deux expressions ainsi obtenues sont équivalentes. En eet, si l'on onsidère
par exemple l'expression A.31, on voit qu'en posant Ω¯ = Ω¯′ + 1 on retrouve l'expression A.30 (en
ayant fait le onstat que les éléments de matrie sont réels.).
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Annexe B
Eléments de ouplage par le potentiel
B.1 Interation diatomediatome dans le référentiel SF
En SF, le potentiel d'interation de deux moléules diatomiques s'exprime :
Vint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) =
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r)
∑
N1N2N
CLNL1N1 L2N2 YL1N1(ρˆ1)YL2N2(ρˆ2)Y
∗
LN (rˆ) (B.1)
En utilisant la dénition des fontions angulaires (.f equation 1.55 de la partie 1.2.3) on détermine
pour les éléments de ouplage du potentiel :
A =
∫
YJMα′l′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint YJMαl (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ
=
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r)
∑
N1N2N
∑
m′1m
′
2
m′12ml′
∑
m1m2
m12ml
C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′ml′
CLNL1N1 L2N2 C
j12m12
j1m1 j2m2
CJ Mj12m12 l ml
×
∫
Yj1m1(ρˆ1)YL1N1(ρˆ1)Y
∗
j′1m
′
1
(ρˆ1)d ρˆ1 ×
∫
Yj2m2(ρˆ2)YL2N2(ρˆ2)Y
∗
j′2m
′
2
(ρˆ2)d ρˆ2
×
∫
Y ∗l′ml′ (rˆ)Y
∗
LN (rˆ)Yl ml(rˆ)d rˆ
L'intégration sur les oordonnées angulaires et obtenue à partir de la relation :∫
Yl1m1(Rˆ)Yl2m2(Rˆ)Y
∗
l3m3(Rˆ)d Rˆ = (4π)
− 1
2
√
[l1l2]
[l3]
C l3 0l1 0 l2 0 C
l3m3
l1m1 l2m2
(B.2)
Ce qui permet de réérire B.2 suivant :
A = (4π)− 32
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r)
√
[j1L1j2L2l′L]
[j′1j
′
2l]
C
j′1 0
j1 0L1 0
C
j′2 0
j2 0L2 0
C l 0l′ 0L 0 × B
ave :
B =
∑
N1N2N
∑
m12ml
m′12ml′
CJ Mj′12m′12 l′ml′
CLNL1N1 L2N2 C
J M
j12m12 l ml
C lmll′ml′ LN
×
∑
m1m′1
m2m′2
C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
Cj12m12j1m1 j2m2C
j′1m
′
1
j1m1 L1N1
C
j′2m
′
2
j2m2 L2N2
︸ ︷︷ ︸
C
(B.3)
A partir de la règle de sommation :
∑
βγǫφ
Caαb β c γ C
d δ
e ǫ f φ C
b β
e ǫ g η C
c γ
f φ j µ =
∑
k κ
[bcdk]
1
2Ck κg η j µC
aα
d δ k κ


a b c
d e f
k g j

 (B.4)
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et ave la orrespondane :
(a, α) ≡ (j′12,m′12) ; (b, β) ≡ (j′1,m′1) ; (c, γ) ≡ (j′2,m′2) ; (d, δ) ≡ (j12,m12)
(e, ǫ) ≡ (j1,m1) ; (f, φ) ≡ (j2,m2) ; (g, η) ≡ (L1,N1) ; (j, µ) ≡ (L2,N2) (B.5)
on obtient que C s'exprime suivant :
C =
∑
k κ
[j′1j
′
2j12k]
1
2Ck κL1N1 L2N2C
j′12m
′
12
j12m12 k κ


j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
k L1 L2

 (B.6)
En onsidérant les expressions B.3 et B.6, on onstate que seuls deux oeients de ClebshGordan
dépendent des variables N1 et N2, e qui permet d'eetuer la sommation sur es variables en
utilisant la relation : ∑
αβ
Cc γaα b β C
c′ γ′
aα b β = δc c′ δγ γ′ (B.7)
e qui, après avoir eetué la sommation sur k et κ, amène a :
B =
∑
N
[j′1j
′
2j12L]
1
2


j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
L L1 L2

 ∑
m12ml
m′12ml′
CJ Mj′12m′12 l′ml′
CJ Mj12m12 l mlC
lml
l′ml′ LN
C
j′12m
′
12
j12m12 LN
︸ ︷︷ ︸
D
(B.8)
An de simplier l'expression de D, on utilise tout d'abord les règles de symétrie des oeients de
ClebshGordan :
Cc γaα b β = (−1)b+β
√
[c]
[a]
Ca−αc−γ b β (B.9)
Cc γaα b β = (−1)a+b−c Cc−γa−α b−β (B.10)
que l'on applique suessivement au 3
eme
oeient de ClebshGordan apparaissant dans l'expres-
sion de D :
D = (−1)l−l′+N
√
[l]
[l′]
∑
m12ml
m′12ml′
CJ Mj′12m′12 l′ml′
CJ Mj12m12 l mlC
l′ml′
l ml L−N
C
j′12m
′
12
j12m12 LN
(B.11)
En utilisant a nouveau la relation B.4 et en adoptant la orrespondane :
(a, α) ≡ (J,M) ; (b, β) ≡ (j′12,m′12) ; (c, γ) ≡ (l′,ml′) ; (d, δ) ≡ (J,M)
(e, ǫ) ≡ (j12,m12) ; (f, φ) ≡ (l,ml) ; (g, η) ≡ (L,N) ; (j, µ) ≡ (L,−N) (B.12)
on obtient que B s'exprime suivant :
B = (−1)l−l′ [j′1j′2j12j′12lLJ ]
1
2


j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
L L1 L2

× E (B.13)
ave :
E =
∑
N k κ
(−1)N [k] 12Ck κLN L−NCJ MJ M k κ


J j′12 l
′
J j12 l
k L L

 (B.14)
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Le seond ClebshGordan est non nul uniquement pour κ = 0, e qui permet d'eetuer la somma-
tion sur ette variable, et, a partir des relations :
Cc γa α b β = (−1)a−α
√
[c]
[b]
Cb−βaα c−γ (B.15)∑
α
Caαaα b 0 = [a] δb 0 (B.16)
d'obtenir :
E = (−1)L
∑
k
[L]
1
2CJ MJ M k 0 δk 0


J j′12 l
′
J j12 l
k L L

 = (−1)L[L] 12


J j′12 l
′
J j12 l
0 L L


= (−1)j12+l′+J [J ]− 12
{
l j12 J
j′12 l
′ L
}
(B.17)
ou l'on a utilise, d'une part, le fait que Caαaα 0 0 = 1 et, d'autre part, la relation :

c e d
c b a
0 g g

 = (−1)
b+d+c+g
[cg]
1
2
{
a b c
e d g
}
(B.18)
Cei permet d'érire les éléments de ouplage du potentiel, donnés par A, sous la forme :
A = (4π)− 32
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)l+j12+J [j1j2j12j′12L1L2l′]
1
2 [L]
×Cj′1 0j1 0L1 0C
j′2 0
j2 0L2 0
C l 0l′ 0L 0
{
l j12 J
j′12 l
′ L
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
L L1 L2

 (B.19)
que l'on symétrise en introduisant les oeients 3-j,
Cj3m3j1m1 j2m2 = (−1)j1−j2+m3 [j3]
1
2
(
j1 j2 j3
m1 m2 −m3
)
(B.20)
et en utilisant le fait qu'il sont invariants lors d'une permutation irulaire des olonnes et qu'une
permutation nonirulaire les modie d'un fateur (−1)j1+j2+j3 . De même, les oeients 9j sont
invariants lors d'une permutation irulaire appliquée aux lignes ou aux olonnes. Une permutation
nonirulaire fait apparaître le oeient (−1)R, ou R est la somme de l'ensemble des oeients
apparaissant dans le 9j. Les oeients 6j sont invariants lors d'une permutation des olonnes ainsi
que lorsque l'on intervertit les éléments haut et bas de deux des olonnes. On met ainsi l'expression
sous la forme ou elle apparaît dans l'artile de Heil (référene [22℄ de la setion 1) :
A = (4π)− 32
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)j
′
1+j
′
2+j12+J+l+l
′−L[j1j
′
1j2j
′
2j12j
′
12L1L2ll
′]
1
2 [L] (B.21)
×
(
j′1 L1 j1
0 0 0
)(
j′2 L2 j2
0 0 0
)(
l′ L l
0 0 0
){
l l′ L
j′12 j12 J
}

j12 j2 j1
j′12 j
′
2 j
′
1
L L2 L1


Cette expression est identique a elle obtenue par Heil : on notera que l'egalite des deux expressions
est obtenue en remarquant que le oeient de ClebshGordan Cc0a 0 b 0 est non nul uniquement pour
a+ b+ c pair, amenant a (−1)l+l′−L = 1.
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B.2 Interation diatomediatome dans le référentiel BF
Dans un premier temps, on s'intéresse aux fontions du référentiel BF nonadaptées en parité.
Dans e as, le potentiel d'interation dans le référentiel BF est relié au potentiel dans le référentiel
SF par la transformation :
MJα′Ω′;αΩ =
∑
ll′
[ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0MJα′l′;α l (B.22)
Soit, a partir des éléments de ouplage du potentiel dans le référentiel SF, donnés par l'expression
B.19 :
MJα′Ω′;αΩ = (4π)−
3
2
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)j12+J [j1j2j12j′12L1L2]
1
2 [L]C
j′1 0
j1 0L1 0
C
j′2 0
j2 0L2 0


j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
L L1 L2


×
∑
ll′
[l′][l]
1
2
[J ]
(−1)l C l 0l′ 0L 0CJ Ωj12 Ω l 0CJ Ω
′
j′12 Ω
′ l′ 0
{
L j12 j
′
12
J l′ l
}
︸ ︷︷ ︸
A
(B.23)
An de simplier ette expression, on utilise, dans un premier temps, la relation :
∑
αβ δ
Cc γaα b β C
e ǫ
d δ b β C
d δ
aα f φ = (−1)b+c+d+f [cd]
1
2 Ce ǫc γ f φ
{
a b c
e f d
}
(B.24)
ave la orrespondane :
(a, α) ≡ (L,N) ; (b, β) ≡ (j12,m12) ; (c, γ) ≡ (j′12,Ω′) ;
(d, δ) ≡ (l,ml) ; (e, ǫ) ≡ (J,Ω′) ; (f, φ) ≡ (l′,ml′) ; (B.25)
Don, en réintroduisant une sommation sur ml′ (ou seul le terme tel que ml′ = 0 est en fait non
nul), on obtient :
A =
∑
ll′
[l′][l]
1
2
[J ]
(−1)l CJ Ωj12 Ω l 0
∑
ml′
C l 0l′ml′ L 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ml′
{
L j12 j
′
12
J l′ l
}
=
(−1)−j12−j′12
[J ][j′12]
1
2
∑
N m12
l ml
CJ Ωj12 Ω l 0 C
j′12 Ω
′
LN j12m12
CJ Ω
′
lml j12m12
×
∑
l′ml′
[l′](−1)−l′ C l 0l′ml′ L 0C
l ml
LN l′ml′︸ ︷︷ ︸
B
(B.26)
En utilisant les relations :
Cc γaα b β = (−1)a+b−c Cc γb β a α (B.27)∑
c γ
[c]Cb βa α c γ C
b β′
aα′ c γ = [b]δαα′ δβ β′ (B.28)
on obtient que B se simplie suivant :
B = (−1)L−l
∑
l′ml′
[l′]C l 0L 0 l′ml′C
lml
LN l′ml′
= (−1)L−l [l] δml 0 δN 0 (B.29)
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donnant pour A :
A = (−1)
−j12−j′12
[J ][j′12]
1
2
∑
N m12
l ml
CJ Ωj12 Ω l 0 C
j′12Ω
′
LN j12m12
CJ Ω
′
l ml j12m12
(−1)L−l [l] δml 0 δN 0
=
(−1)L−j12−j′12
[J ][j′12]
1
2
C
j′12 Ω
′
L 0 j12 Ω′
∑
lml
(−1)−l [l]CJ Ωj12 Ω lml CJ Ω
′
l ml j12 Ω′︸ ︷︷ ︸
C
(B.30)
ou l'on remarquera que l'expression de C a été obtenue en tenant ompte que le 1er ClebshGordan
est non nul uniquement pourml = 0. En appliquant a nouveau les relations B.27 et B.28, on obtient :
C =
∑
lml
[l] (−1)j12−JCJ Ωj12 Ω l ml CJ Ω
′
j12 Ω′ l ml
= (−1)j12−J [J ] δΩΩ′ (B.31)
soit, nalement, a partir des relations B.23, B.30 et B.31 :
MJα′Ω′;αΩ =
δΩΩ′
(4π)
3
2
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)L−j12−j
′
12 [j1j2j12L1L2]
1
2 [L]
×Cj′1 0j1 0L1 0C
j′2 0
j2 0L2 0
C
j′12 Ω
′
L 0 j12 Ω′


j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
L L1 L2

 (B.32)
que l'on symétrise en introduisant les oeients 3j dénis et en utilisant les propriétés de symétrie
des oeients 3j, 6j et 9j an que l'expression soit sous une forme équivalente a l'équation (18)
de Heil (ref. [22℄, setion 1) :
MJα′Ω′;αΩ =
δΩΩ′
(4π)
3
2
∑
L1 L2 L
AL1 L2 L (r) (−1)j
′
1+j
′
2−j
′
12+Ω
′
[j1j
′
1j2j
′
2j12j
′
12L1L2]
1
2 [L]
×
(
j′1 L1 j1
0 0 0
)(
j′2 L2 j2
0 0 0
)(
j′12 L j12
−Ω′ 0 Ω′
)

j12 j2 j1
j′12 j
′
2 j
′
1
L L2 L1

 (B.33)
Ces éléments de matrie sont identiques a eux donnes par Heil. Un point remarquable est que
les éléments de matrie en BF sont diagonaux par rapport a Ω, e onstat étant a la base de
l'approximation CS.
Si l'on s'intéresse aux éléments du potentiel dans le as ou l'on onsidère les fontions adaptées
en parité, la transformation unitaire reliant les éléments d'une matrie en SF aux éléments en BF
est ette fois dénie, en aord ave la relation A.16 de l'Annexe A, par :
MJ ǫα′Ω′;αΩ =
2
1 + δΩ¯0
∑
ll′
[ll′]
1
2
[J ]
CJ Ωj12 Ω l 0C
J Ω′
j′12 Ω
′ l′ 0MJα′l′;α l (B.34)
Dans e as, les éléments de ouplage du potentiel sont donnés par :
MJ ǫα′Ω′;αΩ =
2
1 + δΩ¯0
MJα′Ω′;αΩ (B.35)
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B.3 Interation asymétriquediatome dans le référentiel SF
En SF, le potentiel d'interation d'une moléule asymétrique et d'une moléule linéaire s'ex-
prime :
Vint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) =
∑
p1 q1 p2 p
1
1 + δq1 0
Ap1 q1 p2 p (r)
∑
r1 r2 r
(
p1 p2 p
r1 r2 r
)
×Yp2 r2(ρˆ2)Yp r(rˆ)
[
Dp1q1r1(ρˆ1) + (−1)p1+q1+p2+pDp1−q1r1(ρˆ1)
]
(B.36)
An de faire le parallèle ave l'expression du potentiel dérivant l'interation entre deux moléules
linéaires (.f. eq. B.1), on utilise la relation B.20 liant les oeients 3j aux oeients de Clebsh
Gordan et la propriété des harmoniques sphériques : Y ∗l m(
~R) = (−1)m Yl−m(~R). En eetuant le
hangement de variable −r→ r, on obtient l'expression équivalente pour le potentiel :
Vint (~r, ρˆ1, ρˆ2, ) =
∑
p1 q1 p2 p
1
1 + δq1 0
Ap1 q1 p2 p (r)
∑
r1 r2 r
(−1)p1+p2 [p]− 12 Cp rp1 r1 p2 r2
×Yp2 r2(ρˆ2)Y ∗p r(rˆ)
[
Dp1q1r1(ρˆ1) + (−1)p1+q1+p2+pDp1−q1r1(ρˆ1)
]
(B.37)
Les fontions angulaires sont :
YJ Mα l (rˆ, ρˆ1, ρˆ2) =
∑
m1m2
m12ml
Cj12m12j1m1 j2m2 C
J M
j12m12 l ml
Wj1τ1m1(ρˆ1)Yj2m2(ρˆ2)Yl ml(rˆ) (B.38)
où la fontion interne de la moléule asymétrique est dénie par :
Wj1τ1m1(ρˆ1) =
∑
k
aj1τ1 k
√
[j1]
8π2
Dj1km1(ρˆ1) (B.39)
A partir des expressions préédentes, on obtient que les termes de ouplage par le potentiel sont
donnés par :
A =
∫
YJMα′l′
∗
(rˆ, ρˆ1, ρˆ2) Vˆint YJMαl (rˆ, ρˆ1, ρˆ2)dρˆ1 dρˆ2 drˆ (B.40)
=
1
1 + δq1 0
∑
k′k
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
[j′1j1]
1
2
8π2
∑
p1 q1 p2 p
Ap1 q1 p2 p (r)
1 + δq1 0
[U(q1) + (−1)p1+q1+p2+p U(−q1)]
où l'on a denit :
U(x) =
∑
r1 r2 r
∑
m′1m
′
2
m′12ml′
∑
m1m2
m12ml
(−1)p1+p2 [p]− 12 Cj′12m′12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
CJ Mj′12m′12 l′ml′
Cp rp1 r1 p2 r2 C
j12m12
j1m1 j2m2
CJ Mj12m12 lml
×
∫
Yl ml(rˆ)Y
∗
p r(rˆ)Y
∗
l′m′l
(rˆ)drˆ ×
∫
Yj2m2(ρˆ2)Yp2 r2(ρˆ2)Y
∗
j′2m
′
2
(ρˆ2)dρˆ2
×
∫
D
j′1 ∗
k′m′1
(ρˆ1)D
p1
x r1(ρˆ1)D
j1
km1
(ρˆ1)dρˆ1 (B.41)
A e stade, on remarquera la similitude entre l'expression de U(x) et l'expression B.2 du as diatome
diatome. En onsiderant la simpliation eetuée dans e dernier as et en utilisant de plus la
relation : ∫
Dl1m1 n1(Rˆ)D
l2
m2 n2(Rˆ)D
l3 ∗
m3 n3(Rˆ)dRˆ =
8π2
[l3]
C l3m3l1m1 l2m2 C
l3 n3
l1 n1 l2 n2
(B.42)
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on obtient :
U(x) = (4π)−1 8π
2
[j′1]
(−1)p1+p2
√
[j2l′p2]
[j′2l]
C
j′1 k
′
j1 k p1 x
C
j′2 0
j2 0 p2 0
C l 0l′ 0 p 0 × B (B.43)
ave :
B =
∑
r1 r2 r
∑
m12ml
m′12m
′
l
CJ Mj′12m′12 l′ml′
Cp rp1 r1 p2 r2 C
J M
j12m12 l ml
C lmll′m′l p r
×
∑
m1m′1
m2m′2
C
j′12m
′
12
j′1m
′
1 j
′
2m
′
2
Cj12m12j1m1 j2m2 C
j′1m
′
1
j1m1 p1 r1
C
j′2 r
′
2
j2m2 p2 r2
(B.44)
L'expression de B orrespond au terme B.3 qui a été alulé dans le as des ollisions entre deux
moléules linéaires et vaut :
B = (−1)l+j12+J [j′1j′2j12j′12lp]
1
2
{
l j12 J
j′12 l
′ p
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
p p1 p2

 (B.45)
Finalement, à partir des expressions B.40, B.43 et B.44 on obtient :
A = 1
1 + δq1 0
(4π)−1
∑
p1 q1 p2
p k k′
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
(−1)l+j12+J+p1+p2[j1j2l′j12j′12pp2]
1
2
Ap1 q1 p2 p (r)
1 + δq1 0
(B.46)
×
{
l j12 J
j′12 l
′ p
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
p p1 p2

Cj′2 0j2 0 p2 0 C l 0l′ 0 p 0
[
C
j′1 k
′
j1 k p1−q1
+ (−1)p1+q1+p2+pCj′1 k′j1 k p1 q1
]
Enn, on transforme ette expression pour retrouver les termes de ouplage donnés par Phillips :
A = (4π)−1
∑
p1 q1 p2
p k k′
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
(−1)l+l′+j2+j12+J−p+k′+p1+j′1 Ap1 q1 p2 p (r)
1 + δq1 0
(B.47)
×[j1j′1j2j′2ll′j12j′12pp2]
1
2
(
j2 p2 j
′
2
0 0 0
)(
l l′ p
0 0 0
){
l l′ p
j′12 j12 J
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
p p1 p2


×
[(
j1 p1 j
′
1
−k q1 k′
)
+ (−1)p1+q1+p2+p
(
j1 p1 j
′
1
−k −q1 k′
)]
On onstatera que ette expression est similaire à elle reportée par Phillips en dehors du fateur de
phase. An de rendre es fateurs similaires, on utilise d'une part la règle portant sur les oeients
3j : Cc 0a 0 b 0 = 0 si a+b+c est impair . D'autre part, en raison de la symetrie du potentiel d'interation
par inversion des oordonnees, on doit avoir p1+ p2+ p pair. A partir de es propriétés, on obtient :
(−1)l+l′+j2+j12+J−p+k′+p1+j′1 = (−1)J+j′1−j′2+j12+k′−p (B.48)
Finalement, dans le as de la moléule H2O, la symetrie C2v de implique que q1 soit toujours pair.
De plus, l'expression B.47 est non nulle si et seulement si : k′ = k+ q1 ou k
′ = k− q1, e qui permet
de retrouver la phase de l'expression de Philips, i.e. :
(−1)l+l′+j2+j12+J−p+k′+p1+j′1 = (−1)J+j′1−j′2+j12+k−p (B.49)
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B.3.1 Fontions adaptées en parité
Inlusion des fontions propres symetrisées de H2O
Les fontions d'ondes symetrisées par rapport à l'ation de l'opérateur parité (et pour la per-
mutation des noyaux d'hydrogène) sont données par l'equation (.f. eq. 9.3)
W ǫj1τ1m1(Rˆ) =
∑
K¯≥0
1
1 + δK¯ 0
[
c j1τ1
K¯
(
W j1K¯m1(Rˆ) + ǫ′W j1−K¯m1(Rˆ)
)]
(B.50)
En rappelant la manière dont est établie ette forme des fontions adaptées en parité détaillée à la
setion 8.1.2, on voit qu'il est possible de proéder de la même manière pour les termes de ouplage
par le potentiel. En eet, en erivant le potentiel donné par B.46 suivant :
A =
∑
p1 q1 p2
p k k′
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
X p1q1p2pαα′
[
C
j′1 k
′
j1 k p1−q1
+ (−1)p1+q1+p2+pCj′1 k′j1 k p1 q1
]
︸ ︷︷ ︸
G q1k k′
(B.51)
où X p1q1p2pαα′ représente l'ensemble des termes de l'expression B.46 où n'apparaissent pas k et k′, on
voit que l'expression préédente peut être érite suivant :
A =
∑
p1 q1 p2 p
X p1q1p2pαα′
∑
k
aj1τ1 k
∑
k′
a
j′1
τ ′1 k
′G q1k k′︸ ︷︷ ︸
(B.52)
E
ave :
E =
∑
k
aj1τ1 k

aj′1
τ ′1 0
G q1k 0 +
∑
k¯′>0
{
a
j′1
τ ′1−k¯
′ G q1k−k¯′ + a
j′1
τ ′1 k¯
′ G q1k k¯′
}
=
∑
k
aj1τ1 k
∑
k¯′≥0
1
1 + δk¯′ 0
{
a
j′1
τ ′1 −k¯
′ G q1k−k¯′ + a
j′1
τ ′1 k¯
′ G q1k k¯′
}
(B.53)
On pose ensuite a jτ
−k¯
= ǫ′jτ a
j
τ k¯
, e qui donne :
E =
∑
k
aj1τ1 k
∑
k¯′≥0
1
1 + δk¯′ 0
a
j′1
τ ′1k¯
′
{
G q1
k k¯′
+ ǫ′j′1τ ′1
G q1
k−k¯′
}
(B.54)
En eetuant la même manipulation pour la sommation sur k, on obtient :
E =
∑
k¯≥0
1
1 + δk¯ 0
aj1
τ1 k¯
∑
k¯′≥0
1
1 + δk¯′ 0
a
j′1
τ ′1k¯
′
({
G q1
k¯ k¯′
+ ǫ′j′1τ ′1
G q1
k¯−k¯′
}
+ǫ′j1τ1
{
G q1
−k¯ k¯′
+ ǫ′j′1τ ′1
G q1
−k¯−k¯′
})
(B.55)
En notant de plus que l'on a :
G q1
−k¯ k¯′
= (−1)j1+p1−j′1+p1+q1+p2+p G q1
k¯−k¯′
(B.56)
G q1
−k¯−k¯′
= (−1)j1+p1−j′1+p1+q1+p2+p G q1
k¯ k¯′
(B.57)
on obtient nalement :
E =
∑
k¯≥0
1
1 + δk¯ 0
aj1
τ1 k¯
∑
k¯′≥0
1
1 + δk¯′ 0
a
j′1
τ ′1k¯
′
({
G q1
k¯ k¯′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1+p1+q1+p2+p ǫ′j1τ1 ǫ′j′1τ ′1
]
+ǫ′j′1τ ′1
G q1
k¯−k¯′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1+p1+q1+p2+p ǫ′j1τ1
]})
(B.58)
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Inlusion de la symétrie du potentiel d'interation
Plusieurs ontraintes sont imposées sur la symetrie du potentiel d'interation. D'une part, elui
i doit être invariant lors de l'inversion de l'ensemble des oordonnées. Cei impose que l'on aît
p1 + p2 + p pair (voir referene [34; 37℄ du hapitre 9). D'autre part, la symetrie de C2 de H2O
impose que q1 soit pair et la symetrie par permutation des noyaux d'hydrogene de H2 impose
que p2 soit pair (.f. referene [37℄). Enn, la symétrie par réetion par rapport au plan xz de
la onguration IIr impose que les oeients radiaux verient (.f. referene [37℄) : Ap1q1p2p =
(−1)p1+q1+p2+pAp1−q1p2p. En reprenant l'expression B.51, on voit que l'on a :
A =
∑
p1 p2
p k k′
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
∑
q¯1≥0
1
1 + δq¯1 0
[
X p1q¯1p2pαα′ G q¯1k k′ + X p1−q¯1p2pαα′ G −q¯1k k′
]
=
∑
p1 p2
p k k′
a
j′1
τ ′1 k
′a
j1
τ1 k
∑
q¯1≥0
1
1 + δq¯1 0
X p1q¯1p2pαα′
[
G q¯1k k′ + (−1)p1+q1+p2+p G −q¯1k k′
]
(B.59)
Si l'on onsidere de plus l'expression obtenue pour la symétrie d'inversion, on voit que la symétrie
par reetion amène à assimiler :∑
q1
Gq1
k¯ k¯′
→
∑
q¯1≥0
1
1 + δq¯1 0
[
G q¯1
k¯ k¯′
+ (−1)p1+q¯1+p2+p G −q¯1
k¯ k¯′
]
(B.60)
En onsidérant de plus la propriété :
G −q¯1
k¯ k¯′
=
[
C
j′1 k¯
′
j1 k¯ p1 q¯1
+ (−1)p1−q¯1+p2+pCj′1 k¯′
j1 k¯ p1−q¯1
]
= (−1)j1+p1−j′1
[
C
j′1−k¯
′
j1−k¯ p1−q¯1
+ (−1)p1−q¯1+p2+pCj′1−k¯′
j1−k¯ p1 q¯1
]
= (−1)j1+p1−j′1 G q¯1
−k¯−k¯′
= (−1)p1+q¯1+p2+p G q¯1
k¯ k¯′
(B.61)
on voit que la transformation B.60 devient simplement :∑
q1≥0
Gq1
k¯ k¯′
→
∑
q¯1
2
1 + δq¯1 0
G q¯1
k¯ k¯′
(B.62)
Finalement, la onsidération de l'ensemble des symétries amène à l'expression des éléments de
ouplage :〈
α′′l′′;Jǫ |U |α′l′;Jǫ〉 = 2µ
~2
∑
q¯1≥0
∑
p1 p2 p
(−1)J+j′1−j′2+j12−p Vp1 q1 p2 p (r) (B.63)
×[j1j′1j2j′2ll′j12j′12pp2]
1
2
(
j2 p2 j
′
2
0 0 0
)(
l l′ p
0 0 0
){
l l′ p
j′12 j12 J
}

j′12 j
′
1 j
′
2
j12 j1 j2
p p1 p2


×
∑
K¯≥0
(−1)K¯ 1
1 + δK¯ 0
aj1
τ1 K¯
∑
K¯ ′≥0
1
1 + δK¯ ′ 0
a
j′1
τ ′1K¯
′
({
G q¯1
K¯ K¯ ′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1 ǫ′j1τ1 ǫ′j′1τ ′1
]
+ǫ′j′1τ ′1
G q¯1
K¯ −K¯ ′
[
1 + (−1)j1+p1−j′1 ǫ′j1τ1
]})
ave Vp1 q1 p2 p(r) =
[
2π (1 + δq1 0)
2
]−1
Ap1 q1 p2 p(r), et :
G q¯1
K¯ K¯ ′
=
(
j1 p1 j
′
1
−K¯ q¯1 K¯ ′
)
+
(
j1 p1 j
′
1
−K¯ −q¯1 K¯ ′
)
(B.64)
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Annexe C
Expression du prol spetral en fontion
de la matrie de relaxation
Inversion de matrie
Soit un matrie arré M, inversible et de dimension n. La matrie inverse de M est dénie par :
M−1 =
1
detM
MT (C.1)
oùM est la matrie des ofateurs de la matrie M. Les éléments de la matrieM sont dénis par :
Mij = (−1)i+jcij , où cij est le déterminant de la matrie M dans laquelle on a supprimé la ième
ligne et la jème olonne.
La formule de Leibniz permet de aluler le déterminant d'une matrie arré de dimension n :
detM =
∑
σ∈Sn
ǫ(σ)
n∏
k=1
Mk,σ(k) (C.2)
où σ est l'ensemble des permutations de l'ensemble Sn = {1, . . . , n}, et où ǫ(σ) vaut 1 si la permu-
tation est irulaire, et -1 dans le as ontraire. La sommation omporte don Ann = n! termes.
En utilisant ette relation, les éléments de la matrie des ofateurs s'expriment suivant
1
:
Mij = (−1)i+j
∑
σ∈Sn\{j}
ǫ(σ)
n∏
k=1
k 6=i
Mk,σ(k) (C.4)
Appliation à la matrie de relaxation : expression du prol spetral
On dénit une matrie M à partir des éléments de M suivant :
∀(i, j) ∈ S2n on a : Mij =
f(i)
f(j)
Mij (C.5)
où f est une fontion polynomiale. Le déterminant de M vaut :
detM =
∑
σ∈Sn
ǫ(σ)
n∏
k=1
f(k)
f(σ(k))
Mk,σ(k)
=
∑
σ∈Sn
ǫ(σ)
[
n∏
k=1
f(k)
f(σ(k))
]
︸ ︷︷ ︸
= 1
[
n∏
k=1
Mk,σ(k)
]
= detM (C.6)
1
Dans le as d'une matrie arré de dimension n = 3, d'éléments aij on a :
Sn ≡
8<
:
σ1 = {1, 2, 3} σ4 = {2, 1, 3}
σ2 = {2, 3, 1} σ5 = {3, 2, 1}
σ3 = {3, 1, 2} σ6 = {1, 3, 2}
9=
; ⇒
˛˛˛
˛˛˛
˛˛˛
˛
detM = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a12a21a33 − a13a22a31 − a11a23a32
A13 = a21a32 − a22a31
A21 = − [a11a33 − a13a31]
· · ·
(C.3)
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Les éléments de la matrie des ofateurs de M s'expriment suivant :
Mij = (−1)
i+j
detM
∑
σ∈Sn\{j}
ǫ(σ)

 n∏
k=1
k 6=i
f(k)
f(σ(k))


︸ ︷︷ ︸
=
f(j)
f(i)

 n∏
k=1
k 6=i
Mk,σ(k)

 = f(j)f(i)Mij (C.7)
Finalement, on obtient :
MTij =
f(i)
f(j)
MTij ⇒ M−1ij =
f(i)
f(j)
M−1ij (C.8)
Don, on voit que si l'on dénit une matrie M dont les éléments vérient la relation C.5, alors
d'après C.8, les éléments de la matrie inverse M
−1
sont multipliés par le même fateur que eux
de la matrie M.
En onsidérant l'expression 2.31 obtenue pour le prol spetral, on voit don que les éléments
de matrie :
M
−1
ij ≡
(
[j′i]
[ji]
) 1
2
〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jij+f ;KQ〉〉 (C.9)
peuvent être déterminés à partir des éléments :
Mij ≡
(
[j′i]
[ji]
) 1
2
〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jij+f ;KQ〉〉 (C.10)
Or, en remarquant que la moyenne dans l'espae de Liouville de (ω − L(s)
0
) est :(
ω − L(s)
0
)
|jij+f 〉〉 = (ω − ωif ) |jij+f 〉〉
⇒ 〈〈j′ij′+f |
(
ω − L(s)
0
)
|jij+f 〉〉 = (ω − ωif )δ(ji, j′i)δ(jf , j′f ) (C.11)
on obtient :
Mij ≡ 〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
ω − L0(s) −
{
Mc(ω)
}] |jij+f ;KQ〉〉 (C.12)
avec
{
Mc(ω)
}
=
(
[j′i]
[ji]
) 1
2
{Mc(ω)} (C.13)
Finalement, ei amène à :
(
[j′i]
[ji]
) 1
2
〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) − {Mc(ω)}
]
|jij+f ;KQ〉〉
= 〈〈j′ij′+f ;KQ|
[
1
ω − L0(s) −
{
Mc(ω)
}
]
|jij+f ;KQ〉〉 (C.14)
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Annexe D
Probabilité d'éhappement ouplée
A partir des équations 4.26 et 4.27 de la setion 4.3, on obtient que le terme radiatif global pour
la ouhe k s'exprime, en supposant la fontion soure onstante sur haune des ouhes (et en
omettant, par ommodité, les indies référant à la transition) :
pk = 1− 1
2τk,k−1
N∑
l=1
Sl
Sk
τk∫
τk−1
τ l∫
τ l−1
∞∫
−∞
φ2(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
|t− τ |
]
dµ
µ
dx dt dτ
︸ ︷︷ ︸
= γk,l
(D.1)
où τ0 = 0 et τN = τt. Considérons tout d'abord le terme tel que k = l aratérisant l'inuene
loale du hamp de rayonnement. En sindant l'intégration sur les domaines tels que t − τ < 0 et
t− τ > 0, on a :
γk,k =
τk∫
τk−1
τ∫
τk−1
∞∫
−∞
φ2(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
(τ − t)
]
dµ
µ
dx dt dτ
+
τk∫
τk−1
τk∫
τ
∞∫
−∞
φ2(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
(t− τ)
]
dµ
µ
dxdt dτ (D.2)
En intégrant sur t, et en utilisant le fait que le prol spetral est normalisé, on obtient :
γk,k = 2τk,k−1 −
τk∫
τk−1
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
(
τ − τk−1
)]
dµ dxdτ
−
τk∫
τk−1
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τk
)]
dµ dx dτ (D.3)
En eetuant respetivement, dans les 2
ème
et 3
ème
termes, les hangements de variable : τ ′ = τ−τk
et τ ′ = τ − τk−1, et en denissant la distane τk,k−1 = ∣∣τk − τk−1∣∣, on obtient :
γk,k = 2τk,k−1 +
−τk,k−1∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
(
τ ′ + τk,k−1
)]
dµ dxdτ
−
τk,k−1∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τk,k−1
)]
dµ dxdτ
= 2τk,k−1 − 2
τk,k−1∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τk,k−1
)]
dµ dxdτ (D.4)
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Finalement, en dénissant :
α(τ) = τβ(τ) =
τ∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
− (τ − t) φ(x)
µ
]
dµ dxdt (D.5)
on obtient :
γk,k = 2τk,k−1
(
1− β(τk,k−1)
)
(D.6)
On onsidère ensuite les termes tels que k 6= l. Pour le terme γk,l ave τk < τ l−1, on obtient, à
partir de D.1 :
γk,l =
τk∫
τk−1
τ l∫
τ l−1
∞∫
−∞
φ2(x)
1∫
0
exp
[
−φ(x)
µ
(t− τ)
]
dµ
µ
dx dt dτ
=
τk−1∫
τk
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l
)]
− exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l−1
)]
dµ dx dτ (D.7)
On réexprime séparément les deux intégrales, en sindant le domaine d'intégration sur τ au niveau
duquel on fait apparaître les bornes τ l et τ l−1. Puis, en eetuant les hangements de variables
τ ′ = τ − τk et τ ′ = τ − τk−1, on obtient nalement :
γk,l =
τ l,k∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l,k
)]
dµ dxdτ
−
τ l,k−1∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l,k−1
)]
dµ dxdτ
+
τ l−1,k−1∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l−1,k−1
)]
dµ dxdτ
−
τ l−1,k∫
0
∞∫
−∞
φ(x)
1∫
0
exp
[
φ(x)
µ
(
τ − τ l−1,k
)]
dµ dxdτ
= α(τ l,k)− α(τ l,k−1) + α(τ l−1,k−1)− α(τ l−1,k) (D.8)
Le résultat reste inhangé dans le as où τ l < τk−1 du fait des valeurs absolues présentes dans la
dénition de τk,l et dans l'équation D.1 . De plus, en remarquant que l'on a γk,l = γl,k et γk,k = 0,
on obtient nalement que D.1 s'exprime sous la forme (.f. eq. (17) et (18) de la référene [4℄ donnée
à la setion 4.3) :
pk (τ) =
1
τk,k−1
N∑
l=1
Sl
Sk
Mklij
ave Mklij = −
1
2
[
α(τ l,k)− α(τ l,k−1) + α(τ l−1,k−1)− α(τ l−1,k)
]
(D.9)
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Annexe E
Dynamique ollisionnelle : traitement de
la struture hyperne
E.1 Changement de Base
A la setion 6.1, il a été vu que les fontions angulaires peuvent être développées suivant deux
shémas de ouplage. Dans le shéma de ouplage i) et ave β ≡ j, I1, F1, I2 et F , les fontions
angulaires sont données par (f. éq. 6.2 de la setion 6.1) :
YJ Mβ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
mM1
m1M2
mFml
CF1m1j m I1M1 C
F mF
F1m1 I2M2
CJ MF mF l ml XI1M1(χˆ1)XI2M2(χˆ2)Yj m(ρˆ)Yl ml(rˆ)
(E.1)
et dans le shéma de ii), ave γ ≡ j, L1, I1, L2 et I2, on a (f. éq. 6.11) :
J J Mγ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
N1M1
N2M2
CL2N2L1N1 I1M1 C
J M
L2N2 I2M2 XI1M1(χˆ1)XI2M2(χˆ2)
×
∑
mml
CL1N1j m lml Yj m(ρˆ)Yl ml(rˆ)︸ ︷︷ ︸
FL1N1j l (rˆ, ρˆ)
(E.2)
Les deux bases étant omplètes, il est possible de les relier par les relations de fermeture (les
sommations portent alors sur l'ensemble des moments intermédiaires non ommuns aux deux bases) :
YJ Mβ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
L1 L2
A J J Mγ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) (E.3)
J J Mγ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
F1 F
A YJ Mβ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) (E.4)
où les oeients reliant es bases sont donnés par :
A =
∫
YJ M ∗β l J J Mγ l drˆ dρˆ dχˆ1 dχˆ2 (E.5)
=
∑
m′M ′1
m1M ′2
mFm
′
l
∑
N1M1
N2M2
CF1m1
j m′ I1M ′1
CF mF
F1m1 I2M ′2
CJ MF mF l m′l
CL2N2L1N1 I1M1 C
J M
L2N2 I2M2
×
∫
Y ∗j m′(ρˆ)Y
∗
l m′l
(rˆ)FL1 N1j l (rˆ, ρˆ)drˆ dρˆ︸ ︷︷ ︸ δM1M ′1 δM2M ′2
B
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où, en rappelant l'expression de FL1N1j l (rˆ, ρˆ) donnée par E.2, on obtient pour B :
B =
∑
mml
CL1N1j m lml
∫
Y ∗j m′(ρˆ)Y
∗
l m′l
(rˆ)Yj m(ρˆ)Yl ml(rˆ)drˆ dρˆ = C
L1N1
j m′ l m′l
(E.6)
e qui permet d'obtenir :
A =
∑
m1mF
m′l
∑
N2M2
∑
M1N1
m′
CF1m1j m′ I1M1 C
L2N2
L1N1 I1M1
CL1N1
j m′ lm′l
︸ ︷︷ ︸
CF mFF1m1 I2M2 C
J M
F mF l m
′
l
CJ ML2N2 I2M2
C
An de simplier ette expression, on utilise, dans un premier temps, la relation :∑
αβ δ
Cc γaα b β C
e ǫ
d δ b β C
d δ
aα f φ = (−1)b+c+d+f [cd]
1
2 Ce ǫc γ f φ
{
a b c
e f d
}
(E.7)
ave la orrespondane :
(a, α) ≡ (j,m′) ; (b, β) ≡ (I1,M1) ; (c, γ) ≡ (F1,m1) ;
(d, δ) ≡ (L1, N1) ; (e, ǫ) ≡ (L2,N2) ; (f, φ) ≡ (l,ml′) ; (E.8)
e qui donne pour C :
C = (−1)I1+F1+L1+l [F1L1] 12 CL2N2F1m1 lml′
{
j I1 F1
L2 l L1
}
(E.9)
et don pour A :
A = (−1)I1+F1+L1+l [F1L1]
1
2
{
j I1 F1
L2 l L1
}
(E.10)
×
∑
N2M2
∑
m1mF
m′l
CF mFF1m1 I2M2 C
J M
F mF l m
′
l
CL2N2F1m1 l ml′
︸ ︷︷ ︸
CJ ML2N2 I2M2
D
En utilisant à nouveau la relation E.7 et ave la orrespondane :
(a, α) ≡ (F1,m1) ; (b, β) ≡ (l,ml′) ; (c, γ) ≡ (L2,N2) ;
(d, δ) ≡ (F,mF ) ; (e, ǫ) ≡ (J,M) ; (f, φ) ≡ (I2,M2) ; (E.11)
on obtient :
D = (−1)l+L2+F+I2 [L2F ]
1
2 CJ ML2N2 I2M2
{
F1 l L2
J I2 F
}
(E.12)
soit nalement :
A = (−1)I1+F1+L1+L2+F+I2 [F1FL1L2]
1
2
{
j I1 F1
L2 l L1
}{
F1 l L2
J I2 F
}
(E.13)
Don, à partir de ette expression, on obtient que la relation de fermeture E.3 est :
YJ Mβ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) =
∑
L1L2
(−1)I1+F1+L1+L2+F+I2 [F1FL1L2]
1
2
{
j I1 F1
L2 l L1
}{
F1 l L2
J I2 F
}
× J J Mγ l (rˆ, ρˆ, χˆ1, χˆ2) (E.14)
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E.2 Eléments de Matrie du potentiel
Les éléments de matrie du potentiel sont donnés par la relation 6.8 de la setion 6.1. En utilisant
les expressions E.14 et E.2 pour exprimer les fontions angulaires, on a :
~2
2µ
〈
β′l′;J |U |βl;J〉 = ∑
M ′1M
′
2
M1M2
∑
L′1N
′
1
L′2N
′
2
∑
L1N1
L2N2
(−1)I′1+I′2+L′1+L′2+F ′1+F ′+I1+I2+L1+L2+F1+F
×[L′1L′2F ′1F ′L1L2F1F ]
1
2 CJ ML′2N ′2 I′2M ′2
C
L′2N
′
2
I′1M
′
1 L
′
1N
′
1
CJ ML2N2 I2M2 C
L2N2
I1M1 L1N1
{
l′ F ′1 L
′
2
I ′2 J
′ F ′
}
×
{
l′ j′ L′1
I ′1 L
′
2 F
′
1
}{
l F1 L2
I2 J F
}{
l j L1
I1 L2 F1
}
×
∫∫
FL′1N ′1 ∗j′ l′ VˆintFL1N1j l dρˆdrˆ
×
∫∫
X ∗I′1M ′1(χˆ1)X
∗
I′2M
′
2
(χˆ2)XI1M1(χˆ1)XI2M2(χˆ2)dχˆ1 dχˆ2 (E.15)
Dans l'expression 6.6, les nombres quantiques I1 et I2 apparaissent dans la sommation. Or, du fait
de l'indépendane de Vˆint par rapport aux spins nuléaire, la sommation sur es variables peut être
faite expliitement. On érit don :∑
I1 I2
〈
β′l′;J |U |βl;J〉 = ∑
I1 I2
∑
M ′1M
′
2
M1M2
∑
L′1N
′
1
L′2N
′
2
∑
L1N1
L2N2
(−1)I′1+I′2+L′1+L′2+F ′1+F ′+I1+I2+L1+L2+F1+F
×[L′1L′2F ′1F ′L1L2F1F ]
1
2 CJ ML′2N ′2 I′2M ′2
C
L′2N
′
2
I′1M
′
1 L
′
1N
′
1
CJ ML2N2 I2M2 C
L2N2
I1M1 L1N1
{
l′ F ′1 L
′
2
I ′2 J F
′
}
×
{
l′ j′ L′1
I ′1 L
′
2 F
′
1
}{
l F1 L2
I2 J F
}{
l j L1
I1 L2 F1
}
×2µ
~2
∫∫
FL′1N ′1 ∗j′ l′ VˆintFL1N1j l dρˆdrˆ × δI1 I′1 δM1M ′1 δI2 I′2 δM2M ′2 (E.16)
ave :
2µ
~2
∫∫
FL′1N ′1 ∗j′ l′ VˆintFL1N1j l dρˆdrˆ = δL1 L′1 δN1N ′1
〈
j′l′;L1 |U | jl;L1
〉
(E.17)
e qui donne :∑
I1 I2
〈
β′l′;J |U | βl;J〉 = ∑
M ′1M
′
2
∑
L′1N
′
1
L′2N
′
2
∑
L2N2
(−1)L′2+F ′1+F ′+L2+F1+F
×[L′1][L′2F ′1F ′L2F1F ]
1
2 CJ ML′2N ′2 I′2M ′2
C
L′2N
′
2
I′1M
′
1 L
′
1N
′
1
CJ ML2N2 I′2M ′2
CL2N2I′1M ′1 L′1N ′1
{
l′ F ′1 L
′
2
I ′2 J F
′
}
×
{
l′ j′ L′1
I ′1 L
′
2 F
′
1
}{
l F1 L2
I ′2 J F
}{
l j L′1
I ′1 L2 F1
} 〈
j′l′;L′1 |U | jl;L′1
〉
(E.18)
Les oeients de ClebshGordan permettent de simplier ette expression par sommations sues-
sives sur N ′1, M
′
1, puis L2, N2 suivies des sommations sur M
′
2 et N
′
2, donnant :∑
I1 I2
〈
β′l′;J |U |βl;J〉 = ∑
L′1L
′
2
(−1)F ′1+F ′+F1+F [L′1L′2][F ′1F ′F1F ]
1
2
{
l′ F ′1 L
′
2
I ′2 J F
′
}
×
{
l′ F ′1 L
′
2
I ′1 L
′
1 j
′
}{
I ′2 J L
′
2
l F1 F
}{
I ′1 L
′
1 L
′
2
l F1 j
} 〈
j′l′;L′1 |U | jl;L′1
〉
(E.19)
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Dans l'obtention de ette dernière expression, on a notamment fait usage des propriétés de symétrie
des oeients 6j (.f. Annexe B). On voit ainsi qu'en utilisant la relation :

− a2 a3 a4
b1 − b3 b4
c1 c2 − c4
d1 d2 d3 −

 = (−1)
b3−a4−d1+c2
∑
x
[x]
{
a3 b4 x
b1 d3 b3
}{
a3 b4 x
c4 a2 a4
}
×
{
b1 d3 x
d2 c1 d1
}{
c4 a2 x
d2 c1 c2
}
(E.20)
ave la sommation portant sur x ≡ L′2 et ave la orrespondane :
a2 ≡ L′1 ; a3 ≡ l′ ; a4 ≡ j′ ;
b1 ≡ I ′2 ; b3 ≡ F ′ ; b4 ≡ F ′1 ;
c1 ≡ F1 ; c2 ≡ j ; c4 ≡ I ′1 ;
d1 ≡ F ; d2 ≡ l ; d3 ≡ J ;
(E.21)
on peut réérire E.19 suivant :∑
I1 I2
〈
β′l′;J |U |βl;J〉 =∑
L′1
(−1)j′−j+F ′1+F1 [L′1][F ′1F ′F1F ]
1
2
×


− L′1 l′ j′
I ′2 − F ′ F ′1
F1 j − I ′1
F l J −


〈
j′l′;L′1 |U | jl;L′1
〉
(E.22)
E.3 Equation radiale
L'équation radiale 6.6 donnée à la setion 6.1 s'érit, en tenant ompte de l'expression E.22
obtenue pour les éléments de matrie du potentiel :[
∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJβ′′l′′; β l(r) =
∑
j′F ′1F
′l′
∑
L′′1
(−1)j′′−j′+F ′′1 +F ′1[L′′1 ][F ′′1 F ′′F ′1F ′]
1
2
×


− L′′1 l′′ j′′
I2 − F ′′ F ′′1
F ′1 j
′ − I1
F ′ l′ J −


〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
ΨJβ′l′; β l(r) (E.23)
où l'on a utilisé le fait qu'auun élément de ouplage n'existe entre des états dont les valeurs de I1
et I2 dièrent. Don l'expression E.23 est érite pour le as où I
′′
1 = I1 et I
′′
2 = I2, les fontions
d'onde étant identiquement nulles dans les autres as.
En dénissant les fontions radiales Ψ
L′1
j′l′; j l(r), indépendantes des spins nuléaires, suivant :
ΨJβ′l′;β l(r) =
∑
L′1
(−1)j′−j+F ′1+F1[L′1][F ′1F ′F1F ]
1
2
×


− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

Ψ
L′1
j′l′; j l(r) (E.24)
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on obtient que l'équation E.23 se réérit :[
∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJβ′′l′′;β l(r) =
∑
j′F ′1F
′l′
∑
L′′1L
′
1
(−1)j′′−j+F ′′1 +F1[L′′1L′1F ′1F ′][F ′′1 F ′′F1F ]
1
2
×


− L′′1 l′′ j′′
I2 − F ′′ F ′′1
F ′1 j
′ − I1
F ′ l′ J −




− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

︸ ︷︷ ︸
〈j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1〉ΨL
′
1
j′l′; j l(r)
A
(E.25)
An de simplier ette expression, on déompose, dans un premier temps, les oeients 12j, à
partir de la relation :

− a2 a3 a4
b1 − b3 b4
c1 c2 − c4
d1 d2 d3 −

 = (−1)
b3−a4−d1+c2
∑
x
[x]


a3 b3 d3
a4 b4 c4
a2 b1 x




d2 d1 d3
c2 c1 c4
a2 b1 x

 (E.26)
e qui permet d'obtenir pour A :
A = (−1)F ′′−F+j−j′′
∑
xy
[xy]


l′′ F ′′ J
j′′ F ′′1 I1
L′′1 I2 x




l′ F ′ J
j′ F ′1 I1
L′1 I2 y


×


l′ F ′ J
j F1 I1
L′′1 I2 x




l F J
j F1 I1
L′1 I2 y

 (E.27)
On utilise ensuite la relation d'orthogonalité des oeients 9j :
∑
cf
[cf ]


a b c
d e f
g h j




a b c
d e f
g′ h′ j

 = δg g′ δh h′ {adg} {beh} {ghj} [gh]−1 (E.28)
où la quantité {abc} vaut 1 si a, b et c vérient les inégalités triangulaires et 0 dans le as ontraire.
Compte tenu de la manière dont ont été onstruit les oeients 9j, es oeients valent toujours
1 dans le as présent. En réarrangeant les oeients 9j de l'expression E.27 à partir des règles de
symétrie pour es oeients (.f. Annexe B), on obtient :
∑
F ′1F
′
[F ′1F
′]A = (−1)F ′′−F+j−j′′
∑
xy
[y]
[L′1]


l′′ F ′′ J
j′′ F ′′1 I1
L′′1 I2 x




l F J
j F1 I1
L′1 I2 y

 δL′1 L′′1 δx y (E.29)
On reombine ensuite les oeients 9j à partir de la relation E.26, pour obtenir que le système
E.23 s'exprime suivant :[
∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
ΨJβ′′l′′;β l(r) =
∑
j′l′
∑
L′′1
(−1)j′′−j+F ′′1 +F1 [L′′1][F ′′1 F ′′F1F ]
1
2
(E.30)
× (−1)F ′′−F+j−j′′
∑
x
[x]


l′′ F ′′ J
j′′ F ′′1 I1
L′′1 I2 x




l F J
j F1 I1
L′′1 I2 x

〈j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1〉ΨL′′1j′l′; j l(r)
=
∑
j′l′
∑
L′′1
(−1)j′′−j+F ′′1 +F1[L′′1][F ′′1 F ′′F1F ]
1
2


− L′′1 l′′ j′′
I2 − F ′′ F ′′1
F1 j − I1
F l J −


〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r)
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On onstate à partir de ette expression que les seuls termes du seond membre qui dépendent des
variables j′ et l′ sont les éléments du potentiel et les fontions radiales. En appliquant la transfor-
mation E.24 aux fontions radiales du premier membre, on obtient don que le système préédent
se fatorise suivant :
0 =
∑
L′′1
(−1)j′′−j+F ′′1 +F1[L′′1 ][F ′′1 F ′′F1F ]
1
2


− L′′1 l′′ j′′
I2 − F ′′ F ′′1
F1 j − I1
F l J −


×

[ ∂2
∂r2
+ k2β′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
Ψ
L′′1
j′′l′′; j l(r)−
∑
j′l′
〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r)


Finalement, en approximant EjF1F ∼ Ej dans l'expression du nombre d'onde kβ, on voit que les
solutions du système E.23 sont données par les solutions du système où l'on néglige la struture
hyperne :
[
∂2
∂r2
+ k2j′′ −
l′′(l′′ + 1)
r2
]
Ψ
L′′1
j′′l′′; j l(r) =
∑
j′l′
〈
j′′l′′;L′′1 |U | j′l′;L′′1
〉
Ψ
L′′1
j′l′; j l(r) (E.31)
E.4 Fatorisation
Il a été vu à la setion 6.1 que les setions eaes entre niveaux hyperns sont données par (f.
éq. 6.25 de la setion 6.1) :
σjF1F ; j′F ′1F ′ =
π
k2j [F ]
∑
J
[J ]
∑
l l′
∑
L1L′1
[L1L
′
1F
′
1F
′F1F ]


− L1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −


×


− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

T
L1
j′l′; j l T
L′1 ∗
j′l′; j l (E.32)
An de réérire ette expression de manière plus onise, on utilise le fait que les oeients 12j de
seonde espèe sont invariants lorsque la permutation des ième et jème olonnes s'aompagne d'une
permutation des ième et jème lignes, soit :


− L′1 l′ j′
I2 − F ′ F ′1
F1 j − I1
F l J −

 =


− j′ l′ L′1
F − J l
F1 I1 − j
I2 F
′
1 F
′ −

 (E.33)
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A partir de ette expression que l'on déompose à partir de la relation E.20, on obtient que l'ex-
pression E.32 est équivalente à :
σjF1F ; j′F ′1F ′ =
π
k2j [F ]
∑
l l′
∑
L1L′1
KK ′
(−1)−L1−L′1 [L1L′1F ′1F ′F1FK K ′]
{
l′ l K
j j′ L1
}{
F F ′ K
F ′1 F1 I2
}
×
{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}{
l′ l K ′
j j′ L′1
}{
F F ′ K ′
F ′1 F1 I2
}{
j j′ K ′
F ′1 F1 I1
}
TL1j′l′; j l T
L′1 ∗
j′l′; j l
×
∑
J
[J ]
{
l′ l K
F F ′ J
}{
l′ l K ′
F F ′ J
}
︸ ︷︷ ︸
δKK ′ [K]
−1
soit :
σjF1F ; j′F ′1F ′ =
π
k2j [F ]
∑
K
[F ′1F
′F1F ]
{
F F ′ K
F ′1 F1 I2
}2{
j j′ K
F ′1 F1 I1
}2
(E.34)
× [K]
∑
l l′
∑
L1L′1
(−1)−L1−L′1 [L1L′1]
{
l′ l K
j j′ L′1
}{
l′ l K
j j′ L′1
}
TL1j′l′; j l T
L′1 ∗
j′l′; j l
︸ ︷︷ ︸
PKjj′
Dans ette expression, on a fait apparaître les tenseurs d'opaité PKjj′ (f. référene [3℄ du hapitre
6). Ceuxi s'expriment à partir des éléments de la matrie réduite de transition. Ces éléments étant
dénis suivant :
〈j′l′||TL1 ||jl〉 = [K]
∑
L1
(−1)−j−l′−L1[L1]
{
l′ l K
j j′ L′1
}
TL1j′l′; j l (E.35)
on voit que :
∑
ll′
|〈j′l′||TL1 ||jl〉|2 = [K]2
∑
ll′
∑
L1L′1
(−1)−L1−L′1 [L1L′1]
{
l′ l K
j j′ L′1
}
×
{
l′ l K
j j′ L′1
}
TL1j′l′; j lT
L′1 ∗
j′l′; j l (E.36)
et don que les tenseurs d'opaité sont donnés par :
PKjj′ =
1
[K]
∑
ll′
|〈j′l′||TL1 ||jl〉|2 (E.37)
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Annexe F
Fores de raie : toupies symétriques et
asymétriques
Dans le référentiel Spaexed ( ~X, ~Y , ~Z), les fores de raie s'expriment (f. ref. [16℄ de la partie
IV) :
S(j′α′ → jα) =
∑
q mm′
∣∣〈j′α′m′|µ1q|jαm〉∣∣2 (F.1)
où α représente les (pseudo)nombres quantiques K ou τ et où les oeients µ1q sont les ompo-
santes du tenseur irrédutible d'ordre 1, µ
1
, représentant le moment dipolaire. Ces omposantes
sont reliées aux omposantes du moment dipolaire dans le référentiel SF suivant :
µ10 = µZ et µ
1
± = ∓
1√
2
(µX ± iµY ) (F.2)
Les oeients d'Einstein d'émission spontanée se déduisent des fores de raie S(j′α′ → jα) suivant :
Aj′α′→jα =
64π4
3hc3[j′]
ν3j′α′→jα S(j
′α′ → jα) (F.3)
Dans la suite, et an d'exprimer les fores de raie, on tire parti du fait que les omposantes du
moment dipolaire peuvent être onsidérées omme onstantes (approximation du rotateur rigide)
dans un référentiel Bodyxed (~x, ~y, ~z).
F.1 Toupie symétrique
Les omposantes T kq d'un tenseur irrédutible se transforment , lors d'une rotation, suivant (f.
ref. [7℄ de la partie I) :
T
′k
q′ =
∑
q
Dkq q′ T
k
q (F.4)
où Dkq q′ est la fontion de WignerD et où les T
′k
q′ sont les omposantes dans le nouveau repère. La
transformation inverse est :
T kq =
∑
q′
(−1)q−q′ Dk−q−q′ T
′k
q′ (F.5)
Dans le référentiel MF, les omposantes du tenseur représentant le moment dipolaire sont :
µ
′1
0 = µz et µ
′1
± = ∓
1√
2
(µx ± iµy) (F.6)
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A partir de l'expression F.1, et en utilisant la relation F.5, on obtient que les fores de raie
s'expriment :
S(j′K ′ → jK) =
∑
q mm′
∣∣∣∣∣∣
∑
q′
(−1)q−q′ µ′1q′〈j′K ′m′|D1−q−q′ |jKm〉
∣∣∣∣∣∣
2
(F.7)
où l'on a utilisé le fait que dans le référentiel Moleularxed, les omposantes du tenseur irrédutible
µ
′1
sont onstantes.
A partir de l'expression des fontions d'onde des toupies symétriques prises dans la onvention
de Edmonds :
WjKm(rˆ) =
√
[j]
8π2
DjmK(rˆ) (F.8)
et de la relation :∫
Dl1m1 n1(rˆ)D
l2
m2 n2(rˆ)D
l3 ∗
m3 n3(rˆ)drˆ =
8π2
[l3]
C l3m3l1m1 l2m2 C
l3 n3
l1 n1 l2 n2
(F.9)
on voit que l'on a :
〈j′K ′m′|D1−q−q′ |jKm〉 =
[j]
1
2
8π2
∫
rˆ
Dj
′ ∗
K ′m′(rˆ)D
1
−q−q′(rˆ)D
j
Km(rˆ)drˆ
=
√
[j]
[j′]
Cj
′K ′
j K 1−q′ C
j′m′
j m 1−q (F.10)
A partir de ette relation, on réérit F.7 suivant :
S(j′K ′ → jK) =
∑
qmm′
∣∣∣∣∣∣
√
[j]
[j′]
Cj
′m′
j m 1−q
∑
q′
(−1)q−q′ µ′1q′ Cj
′K ′
j K 1−q′
∣∣∣∣∣∣
2
=
[j]
[j′]

 ∑
qmm′
(
Cj
′m′
j m 1−q
)2︸ ︷︷ ︸

∑
q′q′′
(−1)q′−q′′ µ′1q′ µ
′1 ∗
q′′ C
j′K ′
j K 1−q′ C
j′K ′
j K 1−q′′


A
(F.11)
Le terme A se alule en utilisant les relations B.15 et B.7 de l'Annexe B. On obtient :
A = [j
′]
[1]
∑
q
∑
mm′
(
C1 qj m j′−m′
)2
=
∑
q
[j′]
[1]
= [j′] (F.12)
Cei permet nalement de simplier l'expression F.11 suivant :
S(j′K ′ → jK) = [j]
∣∣∣∣∣∣
∑
q′
(−1)q′ µ′1q′ Cj
′K ′
j K 1−q′
∣∣∣∣∣∣
2
(F.13)
Dans le as d'une moléule symétrique, seule la omposante µ
′1
0 = µ est non nulle. Le oeient de
ClebshGordan est non nul si |j′ − j| ≤ 1 et si K ′ = K. Dans e as, on obtient :
S(j′K → jK) = [j]µ2
(
Cj
′K ′
j K 1 0
)2
= µ2
(j + 1)2 −K2
(j + 1)
(F.14)
Notons qu'à partir de ette dernière expression, on retrouve les fores de raie des toupies symétriques
en posant K = 0 et l'on remarquera que ellesi sont identiques à elles des moléules linéaires.
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F.2 Toupie asymétrique
Les fores de raie pour les toupies asymétriques s'obtiennent à partir de leur développement sur
la base des fontions d'ondes des toupies symétriques :
Wjτm(rˆ) =
∑
K
cjτK WjKm(rˆ) (F.15)
En adoptant une démarhe similaire à elle du as préédent, on obtient que les fores de raies sont
données par :
S(j′τ ′ → jτ) =
∑
q mm′
∣∣∣∣∣∣
∑
q′
(−1)q−q′ µ′1q′〈j′τ ′m′|D1−q−q′ |jτm〉
∣∣∣∣∣∣
2
=
∑
q mm′
∣∣∣∣∣∣
∑
K ′K
cjτK c
j′τ ′ ∗
K ′
∑
q′
(−1)q−q′ µ′1q′〈j′K ′m′|D1−q−q′ |jKm〉
∣∣∣∣∣∣
2
=
∑
K ′K
K˜ ′K˜
cj τK c
j′τ ′ ∗
K ′ c
j τ ∗
K˜
cj
′τ ′
K˜ ′
∑
q mm′
∑
q′
(−1)q−q′ µ′1q′〈j′K ′m′|D1−q−q′ |jKm〉
×
∑
q′′
(−1)q−q′′ µ′1 ∗q′′ 〈j′K˜ ′m′|D1−q−q′′ |jK˜m〉∗ (F.16)
Cette expression se simplie ensuite suivant :
S(j′τ ′ → jτ) = [j]
∑
K ′K
K˜ ′K˜
cj τK c
j′τ ′ ∗
K ′ c
j τ ∗
K˜
cj
′τ ′
K˜ ′
∑
q′q′′
(−1)−q′−q′′ µ′1q′ µ
′1 ∗
q′′ C
j′K ′
j K 1−q′C
j′ K˜ ′
j K˜ 1−q′
= [j]
∣∣∣∣∣∣
∑
K ′Kq′
cj τK c
j′τ ′ ∗
K ′ (−1)−q
′
µ
′1
q′ C
j′K ′
j K 1−q′
∣∣∣∣∣∣
2
(F.17)
Dans le as d'une toupie asymétrique, les moments µ
′1
±1 ne sont pas néessairement nuls. Néanmoins,
les propriétés de symétrie du moment dipolaire imposent que les transitions ne sont dues qu'à l'une
des omposantes µa, µb ou µc (f. ref. [16℄ de la partie IV). On parle alors de transitions de type
a, b ou c. Dans la représentation Ir (f. setion 8.1), et en utilisant la relation F.6, on obtient que
l'expression préédente se réérit :
S(j′τ ′ → jτ) = [j]
∣∣∣∣∣∑
K ′K
cj τK c
j′τ ′ ∗
K ′
{
µaC
j′K ′
j K 1 0 +
1√
2
(µb − iµc)Cj
′K ′
j K 1−1 −
1√
2
(µb + iµc)C
j′K ′
j K 1 1
}∣∣∣∣∣
2
= [j]
∣∣∣∣∣∑
K ′K
cj τK c
j′τ ′ ∗
K ′
{
µaC
j′K ′
j K 1 0 +
1√
2
µb
(
Cj
′K ′
j K 1−1 − Cj
′K ′
j K k 1
)
− i√
2
µc
(
Cj
′K ′
j K 1−1 + C
j′K ′
j K 1 1
)}∣∣∣∣2
Pour haque type de transition, seul l'un des termes est non nul et l'on a :
 "type a" :
S(j′τ ′ → jτ) = [j]µ2a
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK c
j′τ ′ ∗
K C
j′K
jK 1 0
∣∣∣∣∣
2
(F.18)
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 "type b" :
S(j′τ ′ → jτ) = 1
2
[j]µ2b
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK
(
cj
′τ ′ ∗
K−1 C
j′K−1
j K 1−1 − cj
′τ ′ ∗
K+1 C
j′K+1
j K 1 1
)∣∣∣∣∣
2
(F.19)
 "type c" :
S(j′τ ′ → jτ) = 1
2
[j]µ2c
∣∣∣∣∣∑
K
cj τK
(
cj
′τ ′ ∗
K−1 C
j′K−1
j K 1−1 + c
j′τ ′ ∗
K+1 C
j′K+1
j K 1 1
)∣∣∣∣∣
2
(F.20)
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F.3 Fréquenes et oeients d'Einstein des transitions de H2O
Les tables qui suivent donnent les frequenes et les oeients d'Einstein determinees a partir
du Hamtonien de Kyrö et a partir de la relation F.19, pour les espees ortho et para de H2O et pour
les frequenes ν < 60 THz.
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
3 -2 2 2 183.3002 183.3101 0.010 0.3582E-05 0.3631E-05 1.38
5 -4 4 0 325.1671 325.1531 -0.014 0.1135E-04 0.1161E-04 2.34
7 2 6 6 437.4183 437.3467 -0.072 0.1973E-04 0.2117E-04 7.28
6 2 5 4 470.9186 470.8891 -0.029 0.3274E-04 0.3440E-04 5.08
5 0 4 4 474.6717 474.6893 0.018 0.4606E-04 0.4764E-04 3.44
8 4 7 6 504.5513 504.4825 -0.069 0.2371E-04 0.2612E-04 10.16
9 4 8 8 645.8079 645.7661 -0.042 0.3994E-04 0.4558E-04 14.13
2 0 2 -2 752.0295 752.0331 0.004 0.7059E-02 0.7083E-02 0.33
10 6 9 8 863.8187 863.8608 0.042 0.7786E-04 0.9346E-04 20.03
9 -6 8 -2 906.2153 906.2060 -0.009 0.2065E-03 0.2184E-03 5.76
4 0 3 2 916.1412 916.1714 0.030 0.5581E-03 0.5686E-03 1.88
5 -2 4 2 970.3114 970.3153 0.004 0.8774E-03 0.8973E-03 2.27
2 -2 1 0 987.9247 987.9268 0.002 0.5838E-02 0.5872E-02 0.58
1 0 0 0 1113.3427 1113.3430 0.000 0.1842E-01 0.1852E-01 0.56
11 6 10 10 1155.1145 1155.1709 0.056 0.1518E-03 0.1961E-03 29.16
7 0 6 4 1172.5366 1172.5260 -0.011 0.1109E-02 0.1165E-02 5.03
8 2 7 4 1190.8591 1190.8289 -0.030 0.9205E-03 0.9869E-03 7.21
4 0 4 -2 1207.6265 1207.6387 0.012 0.2853E-01 0.2851E-01 -0.07
9 2 8 6 1215.8329 1215.8012 -0.032 0.7896E-03 0.8698E-03 10.16
2 2 2 0 1228.7991 1228.7888 -0.010 0.1872E-01 0.1885E-01 0.67
13 -8 12 -4 1271.4835 1271.4723 -0.011 0.4868E-03 0.5416E-03 11.26
10 4 9 6 1336.0602 1335.9841 -0.076 0.8612E-03 0.9835E-03 14.20
7 -4 6 0 1440.8068 1440.7820 -0.025 0.2200E-02 0.2268E-02 3.10
11 4 10 8 1529.2400 1529.1301 -0.110 0.1070E-02 0.1288E-02 20.39
6 0 5 2 1541.9548 1541.9671 0.012 0.3492E-02 0.3597E-02 3.01
4 -2 4 -4 1602.2164 1602.2192 0.003 0.3748E-01 0.3737E-01 -0.28
6 0 6 -2 1762.0305 1762.0429 0.012 0.8093E-01 0.8040E-01 -0.65
7 -2 6 2 1766.1990 1766.1989 0.000 0.6455E-02 0.6677E-02 3.45
12 6 11 8 1794.4502 1794.6476 0.197 0.1426E-02 0.1854E-02 30.05
6 -2 6 -4 1794.7723 1794.7888 0.017 0.7554E-01 0.7474E-01 -1.06
9 0 8 4 1898.8454 1898.8524 0.007 0.5868E-02 0.6284E-02 7.09
3 0 3 -2 1919.3616 1919.3595 -0.002 0.5242E-01 0.5264E-01 0.41
10 2 9 4 1944.9956 1945.0100 0.014 0.5243E-02 0.5767E-02 10.00
8 -2 8 -4 2015.9697 2015.9830 0.013 0.1236E+00 0.1211E+00 -2.03
11 2 10 6 2024.5245 2024.4567 -0.068 0.4948E-02 0.5654E-02 14.26
4 2 4 0 2040.4920 2040.4770 -0.015 0.8183E-01 0.8228E-01 0.54
4 -2 3 0 2074.4379 2074.4324 -0.006 0.3319E-01 0.3345E-01 0.79
8 0 7 2 2162.3719 2162.3706 -0.001 0.1089E-01 0.1139E-01 4.56
3 -2 2 -2 2164.1288 2164.1320 0.003 0.1251E+00 0.1255E+00 0.35
12 4 11 6 2191.9125 2191.7207 -0.192 0.5275E-02 0.6364E-02 20.63
10 -2 10 -4 2347.5074 2347.4821 -0.025 0.2012E+00 0.1947E+00 -3.25
11 -6 10 -2 2356.8383 2356.8353 -0.003 0.7269E-02 0.7714E-02 6.12
3 2 3 0 2365.9232 2365.8996 -0.024 0.7854E-01 0.7939E-01 1.08
4 -4 3 -2 2391.5831 2391.5727 -0.010 0.1723E+00 0.1728E+00 0.27
8 0 8 -2 2446.8506 2446.8434 -0.007 0.1938E+00 0.1911E+00 -1.37
9 -4 8 0 2531.9208 2531.9175 -0.003 0.1802E-01 0.1872E-01 3.90
9 -2 8 2 2547.4209 2547.4364 0.016 0.2143E-01 0.2247E-01 4.84
5 0 5 -2 2630.9619 2630.9595 -0.002 0.1647E+00 0.1650E+00 0.19
11 0 10 4 2645.0021 2645.0400 0.038 0.1806E-01 0.1983E-01 9.83
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
5 -2 5 -4 2685.6362 2685.6391 0.003 0.1208E+00 0.1203E+00 -0.38
12 2 11 4 2723.4097 2723.4142 0.004 0.1682E-01 0.1920E-01 14.15
10 0 9 2 2801.8379 2801.8579 0.020 0.2563E-01 0.2732E-01 6.59
12 -2 12 -4 2848.9842 2848.9950 0.011 0.3433E+00 0.3275E+00 -4.59
13 2 12 6 2851.6361 2851.4012 -0.235 0.1640E-01 0.1982E-01 20.85
6 -4 6 -6 2884.2957 2884.2791 -0.017 0.1378E+00 0.1362E+00 -1.13
6 2 6 0 2884.9583 2884.9413 -0.017 0.2266E+00 0.2274E+00 0.34
6 -2 5 0 2962.1272 2962.1112 -0.016 0.6915E-01 0.7003E-01 1.27
2 2 1 0 2968.7533 2968.7486 -0.005 0.2606E+00 0.2624E+00 0.70
12 -4 12 -6 2991.5655 2991.4738 -0.092 0.3638E+00 0.3452E+00 -5.13
8 -4 8 -6 2998.5629 2998.5657 0.003 0.2421E+00 0.2368E+00 -2.18
10 -4 10 -6 3003.3355 3003.3479 0.012 0.3112E+00 0.3003E+00 -3.50
4 4 4 2 3126.6015 3126.5855 -0.016 0.1485E+00 0.1510E+00 1.67
5 -4 4 -4 3135.0100 3135.0110 0.001 0.4455E+00 0.4455E+00 -0.01
5 2 5 0 3182.2028 3182.1870 -0.016 0.2374E+00 0.2401E+00 1.15
7 -2 7 -4 3210.3506 3210.3582 0.008 0.2885E+00 0.2856E+00 -1.01
10 0 10 -2 3245.3214 3245.3239 0.003 0.4098E+00 0.4007E+00 -2.22
11 -2 10 2 3307.3893 3307.4031 0.014 0.4974E-01 0.5304E-01 6.64
7 0 7 -2 3329.1946 3329.1855 -0.009 0.3558E+00 0.3551E+00 -0.20
3 0 2 0 3331.4609 3331.4583 -0.003 0.3524E+00 0.3541E+00 0.47
13 0 12 4 3404.0213 3404.0419 0.021 0.4166E-01 0.4752E-01 14.07
12 0 11 2 3468.1710 3468.2641 0.093 0.5130E-01 0.5610E-01 9.36
11 -4 10 0 3547.2553 3547.2709 0.016 0.6216E-01 0.6524E-01 4.95
6 -6 5 -4 3599.6573 3599.6419 -0.015 0.7115E+00 0.7098E+00 -0.24
8 -2 7 0 3669.8799 3669.8726 -0.007 0.1051E+00 0.1072E+00 2.04
7 -4 7 -6 3691.3226 3691.3159 -0.007 0.2458E+00 0.2421E+00 -1.49
8 2 8 0 3721.5172 3721.5031 -0.014 0.4838E+00 0.4839E+00 0.03
9 -2 9 -4 3737.0173 3737.0221 0.005 0.5171E+00 0.5078E+00 -1.80
13 -6 12 -2 3762.6967 3762.7397 0.043 0.4854E-01 0.5170E-01 6.51
6 -4 5 -2 3798.3167 3798.2819 -0.035 0.4488E+00 0.4501E+00 0.28
6 4 6 2 3922.8571 3922.8584 0.001 0.3896E+00 0.3966E+00 1.80
7 2 7 0 3954.3586 3954.3454 -0.013 0.4960E+00 0.5010E+00 1.02
5 4 5 2 3955.9946 3956.0193 0.025 0.2495E+00 0.2558E+00 2.51
9 0 9 -2 4020.1093 4020.0946 -0.015 0.6409E+00 0.6360E+00 -0.76
13 -2 12 2 4047.0870 4047.0498 -0.037 0.9432E-01 0.1031E+00 9.31
9 -4 9 -6 4072.5561 4072.5550 -0.001 0.5089E+00 0.4966E+00 -2.41
12 0 12 -2 4101.5916 4101.6670 0.075 0.7727E+00 0.7487E+00 -3.10
8 -6 8 -8 4161.9386 4161.9191 -0.019 0.3168E+00 0.3099E+00 -2.17
7 -6 6 -6 4190.5826 4190.5770 -0.006 0.1175E+01 0.1168E+01 -0.62
5 -2 4 -2 4218.4298 4218.4309 0.001 0.6682E+00 0.6686E+00 0.05
10 -2 9 0 4241.2323 4241.2316 -0.001 0.1417E+00 0.1464E+00 3.30
11 -2 11 -4 4279.7030 4279.6962 -0.007 0.8206E+00 0.7980E+00 -2.75
10 -6 10 -8 4345.5096 4345.5050 -0.005 0.5799E+00 0.5603E+00 -3.38
12 -6 12 -8 4366.7475 4366.7930 0.046 0.7513E+00 0.7141E+00 -4.95
11 -4 11 -6 4435.7384 4435.7595 0.021 0.7980E+00 0.7697E+00 -3.55
13 -4 12 0 4467.8557 4467.7441 -0.112 0.1403E+00 0.1494E+00 6.48
3 2 2 2 4468.5850 4468.5692 -0.016 0.1222E+01 0.1234E+01 1.00
10 2 10 0 4519.5690 4519.5641 -0.005 0.8660E+00 0.8622E+00 -0.44
8 4 8 2 4668.6848 4668.6786 -0.006 0.7376E+00 0.7507E+00 1.77
9 2 9 0 4684.7158 4684.6976 -0.018 0.8618E+00 0.8686E+00 0.79
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
6 6 6 4 4689.4768 4689.5247 0.048 0.3566E+00 0.3690E+00 3.48
7 4 7 2 4693.0300 4693.0448 0.015 0.5877E+00 0.6035E+00 2.68
11 0 11 -2 4701.1330 4701.1288 -0.004 0.1031E+01 0.1016E+01 -1.42
8 -8 7 -6 4724.2765 4724.2643 -0.012 0.1734E+01 0.1718E+01 -0.95
12 -2 11 0 4739.3697 4739.3381 -0.032 0.1846E+00 0.1941E+00 5.13
9 -6 9 -8 4801.9465 4801.9389 -0.008 0.4375E+00 0.4253E+00 -2.78
13 -4 13 -6 4806.7506 4806.6714 -0.079 0.1126E+01 0.1071E+01 -4.91
13 -2 13 -4 4843.7499 4843.7424 -0.007 0.1214E+01 0.1166E+01 -3.97
4 2 4 -4 4850.3349 4850.3348 0.000 0.2365E-01 0.2414E-01 2.08
8 -4 7 -2 4983.1048 4983.0751 -0.030 0.6946E+00 0.6970E+00 0.34
7 -4 6 -4 4997.6096 4997.6138 0.004 0.1333E+01 0.1328E+01 -0.36
11 -6 11 -8 5094.4913 5094.4520 -0.039 0.8499E+00 0.8158E+00 -4.01
8 -6 7 -4 5194.8925 5194.8676 -0.025 0.1612E+01 0.1605E+01 -0.46
4 0 3 -2 5201.4260 5201.4305 0.005 0.3823E+00 0.3831E+00 0.22
12 2 12 0 5264.5186 5264.4367 -0.082 0.1369E+01 0.1353E+01 -1.18
9 -8 8 -8 5280.7399 5280.7349 -0.005 0.2479E+01 0.2445E+01 -1.39
4 2 3 0 5322.5564 5322.5480 -0.008 0.1452E+01 0.1461E+01 0.65
13 -6 13 -8 5340.1974 5340.2625 0.065 0.1238E+01 0.1171E+01 -5.44
10 -8 10 -10 5350.8722 5350.8723 0.000 0.5530E+00 0.5333E+00 -3.57
7 6 7 4 5354.9927 5355.0251 0.032 0.4656E+00 0.4872E+00 4.63
10 4 10 2 5363.5202 5363.4920 -0.028 0.1191E+01 0.1209E+01 1.48
13 0 13 -2 5365.5754 5365.5541 -0.021 0.1530E+01 0.1493E+01 -2.44
8 6 8 4 5367.7282 5367.7489 0.021 0.7884E+00 0.8176E+00 3.71
11 2 11 0 5372.7903 5372.7411 -0.049 0.1334E+01 0.1337E+01 0.21
9 4 9 2 5376.4113 5376.4120 0.001 0.1024E+01 0.1051E+01 2.67
12 -8 12 -10 5563.9376 5563.8810 -0.057 0.1032E+01 0.9814E+00 -4.94
5 0 4 0 5641.7652 5641.7518 -0.013 0.1521E+01 0.1525E+01 0.29
10 -10 9 -8 5825.6369 5825.6348 -0.002 0.3389E+01 0.3325E+01 -1.88
10 -4 9 -2 5913.8343 5913.8441 0.010 0.8314E+00 0.8372E+00 0.70
9 -6 8 -6 5920.7478 5920.7547 0.007 0.2619E+01 0.2594E+01 -0.96
11 -8 11 -10 5936.4280 5936.4412 0.013 0.6948E+00 0.6646E+00 -4.34
8 8 8 6 5946.4363 5946.4470 0.011 0.5687E+00 0.6025E+00 5.95
9 6 9 4 5972.4556 5972.5178 0.062 0.9855E+00 0.1033E+01 4.82
10 6 10 4 5993.2679 5993.3243 0.056 0.1303E+01 0.1350E+01 3.60
12 4 12 2 6008.6411 6008.5620 -0.079 0.1743E+01 0.1757E+01 0.78
11 4 11 2 6009.2798 6009.2866 0.007 0.1552E+01 0.1588E+01 2.29
13 2 13 0 6017.7162 6017.6603 -0.056 0.1908E+01 0.1895E+01 -0.68
4 4 3 2 6083.2347 6083.2339 -0.001 0.3393E+01 0.3442E+01 1.44
13 -8 13 -10 6166.5860 6166.4414 -0.145 0.1309E+01 0.1233E+01 -5.77
11 -10 10 -10 6373.1437 6373.1494 0.006 0.4501E+01 0.4393E+01 -2.40
10 -8 9 -6 6374.5626 6374.5682 0.006 0.3447E+01 0.3403E+01 -1.28
4 4 4 -2 6374.7200 6374.7011 -0.019 0.6473E-02 0.6760E-02 4.43
7 -2 6 -2 6413.1879 6413.1831 -0.005 0.1941E+01 0.1934E+01 -0.38
6 0 6 -6 6441.0985 6441.1109 0.012 0.4121E-01 0.4226E-01 2.54
6 2 6 -4 6441.7611 6441.7731 0.012 0.6516E-01 0.6727E-01 3.24
3 2 2 -2 6449.4136 6449.3911 -0.023 0.2034E-01 0.2065E-01 1.52
9 8 9 6 6465.5094 6465.4477 -0.062 0.6604E+00 0.7096E+00 7.46
12 -10 12 -12 6498.6252 6498.6570 0.032 0.8459E+00 0.8021E+00 -5.17
10 8 10 6 6504.5644 6504.6132 0.049 0.1167E+01 0.1238E+01 6.12
11 6 11 4 6540.1384 6540.2555 0.117 0.1569E+01 0.1642E+01 4.68
F.3. Fréquenes et oeients d'Einstein des transitions de H2O 243
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
12 6 12 4 6570.1014 6570.3010 0.200 0.1895E+01 0.1954E+01 3.10
12 -4 11 -2 6591.5185 6591.4719 -0.047 0.8736E+00 0.8863E+00 1.45
10 -6 9 -4 6647.5160 6647.5183 0.002 0.2589E+01 0.2574E+01 -0.60
5 2 4 2 6783.4761 6783.4618 -0.014 0.3712E+01 0.3749E+01 1.00
10 10 10 8 6914.2638 6914.2148 -0.049 0.7364E+00 0.8046E+00 9.26
12 -12 11 -10 6917.0033 6917.0160 0.013 0.5822E+01 0.5646E+01 -3.03
11 -8 10 -8 6958.6995 6958.7183 0.019 0.4693E+01 0.4608E+01 -1.81
11 8 11 6 6967.5637 6967.3742 -0.190 0.1324E+01 0.1424E+01 7.57
9 -4 8 -4 6994.7410 6994.7439 0.003 0.2875E+01 0.2850E+01 -0.86
12 8 12 6 7017.2850 7017.3653 0.080 0.1806E+01 0.1911E+01 5.79
13 -10 13 -12 7066.1403 7066.1840 0.044 0.1015E+01 0.9532E+00 -6.13
6 0 5 -2 7355.1195 7355.1137 -0.006 0.1748E+01 0.1746E+01 -0.11
13 -12 12 -12 7459.6331 7459.6518 0.019 0.7375E+01 0.7106E+01 -3.64
8 0 8 -6 7461.3831 7461.3921 0.009 0.1366E+00 0.1406E+00 2.95
12 -10 11 -8 7479.2005 7479.2318 0.031 0.6026E+01 0.5887E+01 -2.31
6 2 5 0 7609.1160 7609.0955 -0.021 0.4165E+01 0.4187E+01 0.53
5 4 4 4 7612.8691 7612.8957 0.027 0.7055E+01 0.7199E+01 2.04
11 -6 10 -6 7707.6812 7707.6654 -0.016 0.4695E+01 0.4627E+01 -1.45
12 -6 11 -4 7879.6560 7879.6944 0.038 0.3273E+01 0.3250E+01 -0.71
12 -8 11 -6 7948.6469 7948.6608 0.014 0.5510E+01 0.5419E+01 -1.65
7 0 6 0 7980.3519 7980.3257 -0.026 0.4157E+01 0.4158E+01 0.02
13 -10 12 -10 8027.1482 8027.1788 0.031 0.7663E+01 0.7440E+01 -2.91
8 2 8 -4 8184.3374 8184.3295 -0.008 0.1083E+00 0.1137E+00 5.00
6 -2 5 -4 8278.7253 8278.7098 -0.015 0.4530E+00 0.4512E+00 -0.39
6 4 5 2 8349.7702 8349.7668 -0.003 0.7631E+01 0.7743E+01 1.47
5 0 4 -4 8451.6081 8451.6096 0.002 0.2106E+00 0.2122E+00 0.77
5 2 5 -4 8498.8009 8498.7857 -0.015 0.7228E-02 0.7737E-02 7.05
6 4 6 -2 8569.8458 8569.8426 -0.003 0.1810E-01 0.1946E-01 7.50
10 0 10 -6 8596.1643 8596.1539 -0.010 0.2618E+00 0.2711E+00 3.53
13 -8 12 -8 8629.7966 8629.7391 -0.057 0.7558E+01 0.7384E+01 -2.31
9 -2 8 -2 8715.7886 8715.7830 -0.006 0.4420E+01 0.4379E+01 -0.92
7 2 6 2 9049.7522 9049.7298 -0.022 0.8192E+01 0.8263E+01 0.87
6 6 5 4 9083.2524 9083.2722 0.020 0.1245E+02 0.1279E+02 2.74
11 -4 10 -4 9140.0840 9140.0769 -0.007 0.5337E+01 0.5252E+01 -1.58
8 -2 8 -8 9176.4711 9176.4678 -0.003 0.3302E-01 0.3476E-01 5.28
8 0 7 -2 9445.9250 9445.9015 -0.024 0.4719E+01 0.4695E+01 -0.51
13 -6 12 -6 9603.2464 9603.2085 -0.038 0.7485E+01 0.7323E+01 -2.16
10 -2 10 -8 9696.3525 9696.3350 -0.017 0.1295E+00 0.1358E+00 4.90
5 4 5 -2 9769.1593 9769.1659 0.007 0.3422E-02 0.3790E-02 10.75
7 4 6 4 9819.9251 9819.9162 -0.009 0.1327E+02 0.1355E+02 2.09
8 2 7 0 9838.2477 9838.2192 -0.029 0.8897E+01 0.8923E+01 0.30
12 0 12 -6 9942.1413 9942.1358 -0.005 0.3705E+00 0.3865E+00 4.33
5 2 4 -2 10031.5945 10031.5775 -0.017 0.8354E-01 0.8560E-01 2.47
10 2 10 -4 10112.3977 10112.3700 -0.028 0.1430E+00 0.1537E+00 7.49
12 -2 12 -8 10207.2972 10207.2619 -0.035 0.3063E+00 0.3190E+00 4.14
8 -2 7 -4 10209.4251 10209.4162 -0.009 0.1794E+01 0.1778E+01 -0.92
7 0 7 -6 10230.8678 10230.8596 -0.008 0.1774E-01 0.1934E-01 9.03
9 0 8 0 10289.0474 10289.0342 -0.013 0.8905E+01 0.8874E+01 -0.34
4 4 3 -2 10368.5195 10368.4930 -0.026 0.8028E-02 0.8373E-02 4.30
7 6 6 6 10485.4410 10485.4165 -0.024 0.1967E+02 0.2036E+02 3.51
244 Annexe F. Fores de raie : toupies symétriques et asymétriques
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
7 2 7 -4 10493.9037 10493.8891 -0.015 0.2516E-01 0.2787E-01 10.76
8 4 7 2 10552.5740 10552.5523 -0.022 0.1420E+02 0.1440E+02 1.43
8 4 8 -2 10837.0526 10837.0252 -0.027 0.3379E-01 0.3776E-01 11.76
11 -2 10 -2 11072.2797 11072.2910 0.011 0.8811E+01 0.8678E+01 -1.51
7 -2 6 -6 11092.2558 11092.2511 -0.005 0.4828E+00 0.4830E+00 0.05
8 6 7 4 11227.2722 11227.2564 -0.016 0.2080E+02 0.2138E+02 2.77
9 2 8 2 11252.2460 11252.2286 -0.017 0.1506E+02 0.1516E+02 0.68
13 -4 12 -4 11418.4316 11418.4062 -0.025 0.9206E+01 0.8987E+01 -2.38
6 6 6 0 11497.2922 11497.3245 0.032 0.3300E-02 0.3822E-02 15.81
10 0 9 -2 11506.6630 11506.6501 -0.013 0.9821E+01 0.9727E+01 -0.96
7 0 6 -4 11537.1547 11537.1575 0.003 0.5907E+00 0.5971E+00 1.09
8 8 7 6 11818.7157 11818.6784 -0.037 0.2873E+02 0.2999E+02 4.37
9 0 9 -6 11829.6827 11829.6716 -0.011 0.5593E-01 0.6274E-01 12.18
8 -4 7 -6 11884.7780 11884.7492 -0.029 0.5963E+00 0.5917E+00 -0.77
9 4 8 4 11959.9724 11959.9620 -0.010 0.2206E+02 0.2250E+02 2.01
7 4 7 -2 11976.5831 11976.5757 -0.007 0.1226E-01 0.1425E-01 16.20
10 -2 9 -4 11998.3589 11998.3483 -0.011 0.4637E+01 0.4567E+01 -1.51
10 2 9 0 12006.1227 12006.1195 -0.003 0.1604E+02 0.1605E+02 0.05
12 2 12 -4 12215.0944 12215.0987 0.004 0.1699E+00 0.1874E+00 10.27
9 2 9 -4 12441.8424 12441.8143 -0.028 0.5164E-01 0.5946E-01 15.14
11 0 10 0 12528.0913 12528.0960 0.005 0.1624E+02 0.1612E+02 -0.73
9 6 8 6 12564.6998 12564.7309 0.031 0.3022E+02 0.3128E+02 3.49
9 -2 9 -8 12611.5199 12611.5159 -0.004 0.2292E-01 0.2604E-01 13.60
10 4 9 2 12684.9271 12684.9139 -0.013 0.2337E+02 0.2365E+02 1.21
10 -4 10 -10 12699.7173 12699.7252 0.008 0.2561E-01 0.2875E-01 12.27
5 4 4 0 12779.9626 12779.9582 -0.004 0.1436E-01 0.1532E-01 6.71
12 -4 12 -10 12922.2506 12922.1478 -0.103 0.9823E-01 0.1089E+00 10.86
6 2 5 -4 12925.7141 12925.6941 -0.020 0.4796E-01 0.4986E-01 3.96
9 8 8 8 13083.7730 13083.7316 -0.041 0.3959E+02 0.4166E+02 5.23
10 4 10 -2 13128.4105 13128.3799 -0.031 0.5306E-01 0.6192E-01 16.69
6 4 6 -6 13248.9139 13248.9106 -0.003 0.8492E-03 0.1023E-02 20.47
10 6 9 4 13301.7837 13301.8262 0.043 0.3186E+02 0.3271E+02 2.65
11 2 10 2 13381.3126 13381.2730 -0.040 0.2458E+02 0.2469E+02 0.43
13 -2 12 -2 13413.1972 13413.1535 -0.044 0.1594E+02 0.1561E+02 -2.05
11 0 11 -6 13416.5744 13416.5845 0.010 0.1082E+00 0.1247E+00 15.21
12 0 11 -2 13542.0943 13542.1340 0.040 0.1744E+02 0.1720E+02 -1.38
7 2 6 -2 13696.7410 13696.7141 -0.027 0.1838E+00 0.1911E+00 3.99
12 -2 11 -4 13720.2057 13720.1632 -0.043 0.9709E+01 0.9501E+01 -2.15
10 -4 9 -6 13723.4077 13723.4212 0.013 0.2018E+01 0.1988E+01 -1.47
9 -2 8 -6 13730.3212 13730.3317 0.010 0.1485E+01 0.1486E+01 0.10
8 6 8 0 13757.9302 13757.9306 0.000 0.1080E-01 0.1322E-01 22.44
11 -2 11 -8 13809.9327 13809.9077 -0.025 0.7534E-01 0.8737E-01 15.97
10 8 9 6 13833.8925 13833.9216 0.029 0.4149E+02 0.4326E+02 4.26
7 6 7 0 14002.3812 14002.4153 0.034 0.2826E-02 0.3533E-02 25.04
11 4 10 4 14027.0723 14027.0677 -0.005 0.3358E+02 0.3417E+02 1.77
9 4 9 -2 14081.2364 14081.2042 -0.032 0.2605E-01 0.3177E-01 21.95
12 2 11 0 14105.4799 14105.4418 -0.038 0.2588E+02 0.2580E+02 -0.29
9 -4 8 -8 14155.2425 14155.2287 -0.014 0.7278E+00 0.7246E+00 -0.44
6 4 5 -2 14162.9349 14162.9134 -0.022 0.4609E-01 0.4921E-01 6.76
10 10 9 8 14282.6469 14282.6887 0.042 0.5214E+02 0.5531E+02 6.08
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
11 2 11 -4 14353.6263 14353.5661 -0.060 0.8276E-01 0.9848E-01 19.00
11 6 10 6 14573.9427 14573.9988 0.056 0.4356E+02 0.4500E+02 3.31
13 0 12 0 14677.1810 14677.0406 -0.140 0.2642E+02 0.2613E+02 -1.08
12 4 11 2 14741.3307 14741.2628 -0.068 0.3530E+02 0.3565E+02 0.98
9 0 8 -4 14751.8676 14751.8606 -0.007 0.9896E+00 0.1007E+01 1.76
13 -2 13 -8 14990.6979 14990.6763 -0.022 0.1525E+00 0.1788E+00 17.23
13 0 13 -6 15016.0759 15015.9679 -0.108 0.1666E+00 0.1945E+00 16.76
11 8 10 8 15036.9420 15036.7598 -0.182 0.5452E+02 0.5723E+02 4.97
6 6 6 -4 15054.0950 15054.1562 0.061 0.1744E-03 0.2271E-03 30.25
12 6 11 4 15302.1522 15302.2772 0.125 0.4572E+02 0.4681E+02 2.39
12 -4 11 -6 15306.9599 15306.9276 -0.032 0.4640E+01 0.4536E+01 -2.24
8 2 8 -8 15344.8389 15344.8144 -0.025 0.2457E-02 0.3134E-02 27.56
12 4 12 -2 15374.7513 15374.6658 -0.086 0.7643E-01 0.9125E-01 19.39
13 2 12 2 15430.3786 15430.2642 -0.114 0.3692E+02 0.3698E+02 0.17
11 -4 11 -10 15466.6576 15466.6527 -0.005 0.2308E-01 0.2824E-01 22.36
10 -6 9 -8 15522.0187 15522.0121 -0.007 0.8290E+00 0.8223E+00 -0.81
5 4 4 -4 15589.8055 15589.8160 0.011 0.5760E-03 0.6485E-03 12.59
12 8 11 6 15779.2989 15779.3870 0.088 0.5706E+02 0.5930E+02 3.93
8 4 8 -6 15851.5852 15851.5739 -0.011 0.2774E-02 0.3647E-02 31.48
10 6 10 0 15876.3571 15876.3803 0.023 0.2232E-01 0.2834E-01 26.98
8 8 8 2 15982.8493 15982.8745 0.025 0.2367E-02 0.3145E-02 32.87
9 6 9 0 16033.5826 16033.6274 0.045 0.9163E-02 0.1195E-01 30.42
11 4 11 -2 16083.2031 16083.1565 -0.047 0.4386E-01 0.5477E-01 24.88
6 6 5 0 16221.4498 16221.4785 0.029 0.1501E-01 0.1683E-01 12.10
13 2 13 -4 16227.0414 16226.9568 -0.085 0.1173E+00 0.1397E+00 19.09
13 -4 13 -10 16313.5340 16313.3752 -0.159 0.7874E-01 0.9715E-01 23.38
8 0 7 -6 16347.5982 16347.5756 -0.023 0.6848E-01 0.7195E-01 5.07
8 2 7 -4 16377.7928 16377.7628 -0.030 0.1764E+00 0.1869E+00 5.98
11 -2 10 -6 16423.1226 16423.1210 -0.002 0.2755E+01 0.2762E+01 0.25
12 -6 12 -12 16429.3103 16429.3311 0.021 0.2234E-01 0.2805E-01 25.57
11 -4 10 -8 16488.9291 16488.9298 0.001 0.2295E+01 0.2283E+01 -0.53
7 4 6 0 16627.7405 16627.7159 -0.025 0.5593E-01 0.6155E-01 10.04
11 -6 10 -10 17404.0629 17404.0427 -0.020 0.9670E+00 0.9619E+00 -0.52
12 -6 11 -8 17409.8857 17409.9058 0.020 0.2592E+01 0.2557E+01 -1.37
9 2 8 -2 17420.6137 17420.5752 -0.038 0.3188E+00 0.3389E+00 6.31
10 2 10 -8 17461.2428 17461.2229 -0.020 0.7729E-02 0.1060E-01 37.14
9 8 9 2 17814.3763 17814.3774 0.001 0.2009E-02 0.2721E-02 35.45
8 4 7 -2 17836.1271 17836.0833 -0.044 0.1273E+00 0.1399E+00 9.86
12 6 12 0 17843.2611 17843.2997 0.039 0.3867E-01 0.4743E-01 22.65
10 8 10 2 17861.3525 17861.4295 0.077 0.7871E-02 0.1034E-01 31.37
11 6 11 0 17922.2085 17922.2831 0.075 0.1946E-01 0.2476E-01 27.26
11 0 10 -4 18120.9200 18120.9019 -0.018 0.1315E+01 0.1355E+01 3.04
8 6 8 -4 18220.7505 18220.7570 0.006 0.4180E-03 0.6178E-03 47.79
10 0 10 -10 18292.5460 18292.5312 -0.015 0.2572E-02 0.3685E-02 43.28
7 2 6 -6 18375.8090 18375.7820 -0.027 0.5974E-02 0.6787E-02 13.62
10 4 10 -6 18479.2535 18479.2099 -0.044 0.4592E-02 0.6583E-02 43.35
13 -6 13 -12 18572.9236 18572.8878 -0.036 0.2078E-01 0.2866E-01 37.95
13 -4 12 -8 18776.7446 18776.6730 -0.072 0.4589E+01 0.4563E+01 -0.57
7 4 7 -6 18878.2563 18878.2498 -0.007 0.5720E-04 0.8964E-04 56.72
12 -8 11 -10 18979.5661 18979.5540 -0.012 0.1084E+01 0.1079E+01 -0.45
246 Annexe F. For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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
7 6 6 2 19097.7748 19097.7996 0.025 0.1602E-01 0.1883E-01 17.54
13 -2 12 -6 19253.7469 19253.6223 -0.125 0.3850E+01 0.3882E+01 0.84
10 0 9 -6 19316.2364 19316.2271 -0.009 0.2848E+00 0.3038E+00 6.67
10 10 10 4 19412.0961 19412.1523 0.056 0.1826E-02 0.2271E-02 24.36
11 8 11 2 19516.9819 19516.9162 -0.066 0.7304E-02 0.8656E-02 18.51
13 -6 12 -10 19533.9316 19533.8826 -0.049 0.3011E+01 0.2993E+01 -0.61
12 2 12 -8 19573.4074 19573.3656 -0.042 0.1395E-01 0.2003E-01 43.56
12 8 12 2 19596.0275 19596.2283 0.201 0.1840E-01 0.2073E-01 12.68
10 2 9 -4 19763.2493 19763.2362 -0.013 0.3882E+00 0.4208E+00 8.40
12 0 12 -10 19872.8265 19872.8099 -0.017 0.9552E-02 0.1433E-01 50.02
8 6 7 0 19874.6607 19874.6466 -0.014 0.5655E-01 0.6557E-01 15.94
7 4 6 -4 20184.5433 20184.5477 0.004 0.2474E-02 0.2991E-02 20.91
9 4 8 0 20350.1744 20350.1437 -0.031 0.1341E+00 0.1523E+00 13.57
7 6 7 -4 20541.9264 20541.9590 0.033 0.1424E-04 0.2495E-04 75.19
13 -8 12 -12 20692.3594 20692.2771 -0.082 0.1216E+01 0.1216E+01 -0.01
10 -2 9 -8 20872.8616 20872.8421 -0.019 0.4366E-01 0.4795E-01 9.83
11 2 10 -2 21146.2030 21146.1609 -0.042 0.4947E+00 0.5397E+00 9.10
12 4 12 -6 21215.3010 21215.1346 -0.166 0.5375E-02 0.7836E-02 45.78
9 2 9 -8 21316.3450 21316.3081 -0.037 0.1801E-03 0.3239E-03 79.81
10 4 9 -2 21389.7522 21389.7061 -0.046 0.2560E+00 0.2890E+00 12.89
10 6 10 -4 21469.1858 21469.1863 0.000 0.5457E-03 0.8778E-03 60.85
6 6 5 -4 21538.0479 21538.0772 0.029 0.4405E-04 0.5884E-04 33.58
13 0 12 -4 21627.7568 21627.7027 -0.054 0.1577E+01 0.1655E+01 4.94
8 8 7 2 21866.7384 21866.7482 0.010 0.1663E-01 0.2025E-01 21.74
9 4 9 -6 21890.8097 21890.7812 -0.028 0.1896E-03 0.3479E-03 83.48
9 0 8 -8 21912.3691 21912.3454 -0.024 0.1267E-01 0.1492E-01 17.80
8 8 8 -2 22151.2171 22151.2211 0.004 0.1257E-04 0.2292E-04 82.38
12 0 11 -6 22257.5357 22257.5896 0.054 0.6733E+00 0.7308E+00 8.53
12 -2 12 -12 22269.8600 22269.7999 -0.060 0.1201E-02 0.2187E-02 82.03
9 2 8 -6 22435.1463 22435.1239 -0.022 0.1946E-01 0.2346E-01 20.53
9 6 8 2 22601.1128 22601.1584 0.046 0.5764E-01 0.6887E-01 19.48
12 2 11 -4 23086.3159 23086.2669 -0.049 0.6698E+00 0.7418E+00 10.75
12 -2 11 -8 23250.4354 23250.3746 -0.061 0.2318E+00 0.2569E+00 10.83
10 6 9 0 23362.9108 23362.9358 0.025 0.1330E+00 0.1564E+00 17.57
7 6 6 -2 23744.7636 23744.7839 0.020 0.1040E-03 0.1452E-03 39.61
9 6 9 -4 23790.7093 23790.7440 0.035 0.4470E-04 0.8726E-04 95.23
11 2 11 -8 23883.8560 23883.7776 -0.078 0.5294E-03 0.1055E-02 99.30
11 4 10 0 23910.1615 23910.1236 -0.038 0.2563E+00 0.2951E+00 15.14
9 8 8 4 24397.9374 24397.9275 -0.010 0.1756E-01 0.2131E-01 21.34
11 0 11 -10 24447.4936 24447.4778 -0.016 0.2031E-03 0.4976E-03 145.00
8 4 7 -6 24737.8003 24737.7554 -0.045 0.4565E-03 0.6123E-03 34.12
12 6 12 -4 24793.8369 24793.9566 0.120 0.6594E-03 0.9137E-03 38.57
13 2 12 -2 24796.4888 24796.3708 -0.118 0.7269E+00 0.8136E+00 11.93
11 4 11 -6 24798.6445 24798.6118 -0.033 0.3547E-03 0.7144E-03 101.38
9 4 8 -4 24812.9947 24812.9706 -0.024 0.4451E-02 0.5830E-02 31.00
12 4 11 -2 24815.2540 24815.1342 -0.120 0.4367E+00 0.5015E+00 14.84
10 8 9 2 25182.7594 25182.8513 0.092 0.6012E-01 0.7173E-01 19.30
8 6 8 -8 25381.2519 25381.2416 -0.010 0.1503E-05 0.8277E-05 450.80
11 0 10 -8 25469.7651 25469.7539 -0.011 0.4483E-01 0.5592E-01 24.74
10 8 10 -2 25626.2428 25626.3175 0.075 0.3417E-04 0.6224E-04 82.14
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
11 6 10 2 25930.7308 25930.8143 0.083 0.1371E+00 0.1592E+00 16.08
11 -2 10 -10 26119.5043 26119.4988 -0.005 0.1419E-01 0.1795E-01 26.53
12 -4 11 -10 26337.8791 26337.8245 -0.055 0.2161E-01 0.2681E-01 24.07
13 2 13 -8 26373.9894 26373.8958 -0.094 0.1069E-02 0.1637E-02 53.08
8 6 7 -4 26414.2059 26414.1900 -0.016 0.2455E-03 0.4027E-03 64.03
11 2 10 -6 26497.0459 26496.9915 -0.054 0.3411E-01 0.4416E-01 29.47
9 8 9 -2 26519.2014 26519.1693 -0.032 0.3622E-05 0.1101E-04 203.97
13 0 13 -10 26522.8592 26522.6774 -0.182 0.6908E-03 0.1477E-02 113.81
12 6 11 0 26684.2224 26684.3033 0.081 0.2599E+00 0.2958E+00 13.82
10 10 9 4 26720.6119 26720.6607 0.049 0.1994E-01 0.2222E-01 11.42
11 6 11 -4 26903.0445 26903.1075 0.063 0.1023E-03 0.1585E-03 54.99
8 8 8 -6 27165.7496 . . . . . . 0.2531E-06 . . . . . .
11 8 10 4 27534.7743 27534.6967 -0.078 0.6795E-01 0.7376E-01 8.55
10 4 10 -10 28175.6352 28175.5897 -0.045 0.4186E-05 0.1611E-04 284.85
13 -2 13 -12 28223.4241 28223.3047 -0.119 0.1119E-03 0.3578E-03 219.71
12 8 11 2 28328.7170 28328.9294 0.212 0.1539E+00 0.1607E+00 4.42
7 6 6 -6 28423.8316 28423.8494 0.018 0.1429E-05 0.2563E-05 79.39
10 2 9 -8 28637.7519 28637.7291 -0.023 0.9961E-03 0.1512E-02 51.79
9 6 8 -2 28769.4806 28769.5029 0.022 0.2881E-03 0.4935E-03 71.31
10 6 10 -8 28818.0309 28818.0399 0.009 0.4560E-05 0.1205E-04 164.26
12 8 12 -2 28962.1376 . . . . . . 0.1193E-03 . . . . . .
13 0 12 -8 28986.0698 28985.9722 -0.098 0.9092E-01 0.1181E+00 29.89
8 8 7 -2 29150.2915 29150.2780 -0.014 0.2743E-04 0.3417E-04 24.59
13 -2 12 -10 29184.4321 29184.2921 -0.140 0.5624E-01 0.7680E-01 36.55
10 4 9 -6 29199.3256 29199.2842 -0.041 0.1548E-02 0.2435E-02 57.32
10 10 10 0 29295.1853 . . . . . . 0.3397E-05 . . . . . .
11 4 10 -4 29502.9902 29502.9301 -0.060 0.5631E-02 0.7863E-02 39.63
11 8 11 -2 29590.9051 . . . . . . 0.2568E-04 . . . . . .
13 2 12 -6 30637.0385 30636.8430 -0.196 0.4321E-01 0.5528E-01 27.94
13 -4 12 -12 30839.3074 30839.2116 -0.096 0.1149E-01 0.1768E-01 53.85
10 8 10 -6 30977.0857 . . . . . . 0.1088E-05 . . . . . .
10 6 9 -4 31120.0374 31120.0535 0.016 0.6163E-03 0.9403E-03 52.57
12 4 12 -10 31145.9861 . . . . . . 0.1613E-04 . . . . . .
12 2 12 -12 31635.9702 . . . . . . 0.3260E-05 . . . . . .
9 4 8 -8 31973.4961 31973.4553 -0.041 0.1690E-04 0.4673E-04 176.43
12 6 12 -8 32152.1499 . . . . . . 0.1959E-04 . . . . . .
12 2 11 -8 32616.5455 32616.4793 -0.066 0.3475E-02 0.5584E-02 60.71
9 8 8 0 32788.1395 32788.1087 -0.031 0.1912E-04 0.1667E-04 -12.81
12 0 11 -10 33288.4549 33288.4854 0.030 0.9401E-03 0.1623E-02 72.65
12 4 11 -6 33530.6954 33530.5882 -0.107 0.3221E-02 0.4640E-02 44.07
11 6 10 -2 33695.6212 33695.7037 0.082 0.6202E-03 0.7291E-03 17.56
9 6 8 -6 33784.0132 33784.0516 0.038 0.7178E-05 0.1334E-04 85.86
10 8 9 -2 33887.5845 33887.6431 0.059 0.1229E-03 0.1493E-03 21.47
12 8 12 -6 34802.6873 . . . . . . 0.1055E-04 . . . . . .
10 10 10 -4 34888.0140 . . . . . . 0.1074E-06 . . . . . .
12 6 11 -4 35665.0584 35665.1275 0.069 0.1409E-02 0.1565E-02 11.07
11 2 10 -10 36193.4276 36193.3709 -0.057 0.3702E-04 0.9906E-04 167.62
11 6 11 -8 36433.2742 . . . . . . 0.3884E-06 . . . . . .
10 10 9 0 36781.7389 36781.7720 0.033 0.2181E-04 0.2729E-04 25.14
11 4 10 -8 36851.8353 36851.7822 -0.053 0.6110E-04 0.1093E-03 78.90
248 Annexe F. For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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
9 8 8 -4 37250.9597 . . . . . . 0.3724E-06 . . . . . .
11 8 10 0 37417.8635 37417.7538 -0.110 0.1492E-03 0.8042E-04 -46.10
11 8 11 -6 38306.3466 . . . . . . 0.6129E-06 . . . . . .
12 8 11 -2 38402.6403 . . . . . . 0.5919E-03 . . . . . .
11 6 10 -6 39046.4641 39046.5322 0.068 0.2597E-04 0.2629E-04 1.24
13 2 13 -12 39606.7157 . . . . . . 0.3109E-06 . . . . . .
10 6 9 -8 39994.5400 . . . . . . 0.3310E-06 . . . . . .
13 2 12 -10 40567.7236 40567.5155 -0.208 0.1686E-03 0.2257E-03 33.83
13 0 12 -12 41048.6326 41048.5076 -0.125 0.3349E-04 0.9278E-04 177.04
10 8 9 -6 41697.1578 . . . . . . 0.4669E-06 . . . . . .
11 8 10 -4 43010.6922 . . . . . . 0.4772E-05 . . . . . .
12 6 12 -12 44214.7127 . . . . . . 0.1648E-06 . . . . . .
10 10 9 -4 44538.8655 . . . . . . 0.2312E-06 . . . . . .
12 4 11 -10 44561.6146 . . . . . . 0.1141E-05 . . . . . .
12 8 12 -10 44733.3725 . . . . . . 0.6888E-06 . . . . . .
12 6 11 -8 45195.2880 . . . . . . 0.6867E-05 . . . . . .
12 8 11 -6 47118.0817 . . . . . . 0.1203E-04 . . . . . .
11 6 10 -10 48742.8458 . . . . . . 0.1099E-06 . . . . . .
11 8 10 -8 50359.5373 . . . . . . 0.3362E-06 . . . . . .
12 8 11 -10 58149.0010 . . . . . . 0.1519E-06 . . . . . .
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
10 -7 9 -3 321.2234 321.2255 0.002 0.5655E-05 0.6118E-05 8.18
4 -3 3 1 380.2018 380.1975 -0.004 0.3011E-04 0.3062E-04 1.71
6 1 5 5 439.1806 439.1510 -0.030 0.2646E-04 0.2782E-04 5.14
7 3 6 5 443.0905 443.0184 -0.072 0.2052E-04 0.2202E-04 7.30
4 -1 3 3 447.9758 448.0012 0.025 0.5298E-04 0.5413E-04 2.18
8 3 7 7 503.6371 503.5683 -0.069 0.2358E-04 0.2598E-04 10.18
1 1 1 -1 556.9364 556.9360 0.000 0.3458E-02 0.3477E-02 0.55
5 1 4 3 620.6795 620.7010 0.022 0.1058E-03 0.1093E-03 3.29
9 5 8 7 645.9472 645.9056 -0.042 0.3996E-04 0.4561E-04 14.13
10 5 9 9 863.7981 863.8400 0.042 0.7786E-04 0.9344E-04 20.01
3 -1 3 -3 1097.3586 1097.3648 0.006 0.1650E-01 0.1652E-01 0.10
3 -1 2 1 1153.1149 1153.1268 0.012 0.2645E-02 0.2671E-02 0.99
11 7 10 9 1155.1175 1155.1739 0.056 0.1518E-03 0.1961E-03 29.16
6 -1 5 3 1158.3152 1158.3240 0.009 0.1352E-02 0.1398E-02 3.38
3 1 3 -1 1162.9105 1162.9116 0.001 0.2283E-01 0.2291E-01 0.34
8 1 7 5 1168.3870 1168.3585 -0.028 0.8676E-03 0.9308E-03 7.28
9 3 8 5 1219.9748 1219.9439 -0.031 0.7979E-03 0.8789E-03 10.15
7 1 6 3 1278.2781 1278.2660 -0.012 0.1456E-02 0.1528E-02 4.93
8 -5 7 -1 1296.4321 1296.4113 -0.021 0.1014E-02 0.1056E-02 4.11
6 -3 5 1 1322.0807 1322.0651 -0.016 0.2247E-02 0.2304E-02 2.56
10 3 9 7 1335.3565 1335.2787 -0.078 0.8598E-03 0.9818E-03 14.19
5 -1 5 -3 1410.5997 1410.6179 0.018 0.4309E-01 0.4285E-01 -0.56
11 5 10 7 1529.3538 1529.2451 -0.109 0.1070E-02 0.1287E-02 20.27
2 1 2 -1 1661.0175 1661.0078 -0.010 0.3058E-01 0.3080E-01 0.73
2 -1 1 -1 1669.9025 1669.9048 0.002 0.5593E-01 0.5617E-01 0.43
3 -3 2 -1 1716.7738 1716.7697 -0.004 0.5043E-01 0.5067E-01 0.47
12 5 11 9 1794.4324 1794.6292 0.197 0.1426E-02 0.1854E-02 30.05
7 -1 7 -3 1797.1425 1797.1589 0.016 0.9152E-01 0.9029E-01 -1.35
5 1 5 -1 1867.7485 1867.7488 0.000 0.8129E-01 0.8123E-01 -0.07
8 -1 7 3 1884.8831 1884.8880 0.005 0.6923E-02 0.7264E-02 4.92
12 -7 11 -3 1903.6541 1903.6430 -0.011 0.2469E-02 0.2672E-02 8.23
5 -1 4 1 1918.4781 1918.4853 0.007 0.1129E-01 0.1147E-01 1.63
10 1 9 5 1930.2066 1930.2158 0.009 0.5118E-02 0.5631E-02 10.03
9 1 8 3 1969.2114 1969.2147 0.003 0.6590E-02 0.7050E-02 6.97
11 3 10 5 2027.3147 2027.2548 -0.060 0.4970E-02 0.5676E-02 14.21
12 3 11 7 2191.4205 2191.2230 -0.198 0.5272E-02 0.6356E-02 20.57
3 3 3 1 2196.3727 2196.3459 -0.027 0.6634E-01 0.6702E-01 1.02
5 -3 5 -5 2221.7571 2221.7504 -0.007 0.7656E-01 0.7606E-01 -0.65
8 -3 7 1 2244.8158 2244.8111 -0.005 0.1420E-01 0.1470E-01 3.54
4 -1 4 -3 2264.1468 2264.1496 0.003 0.8085E-01 0.8088E-01 0.04
9 -1 9 -3 2317.8942 2317.8822 -0.012 0.1854E+00 0.1811E+00 -2.30
7 -3 7 -5 2344.2411 2344.2504 0.009 0.1380E+00 0.1358E+00 -1.57
9 -3 9 -5 2428.2380 2428.2475 0.010 0.1911E+00 0.1858E+00 -2.79
4 1 4 -1 2462.9458 2462.9331 -0.013 0.1227E+00 0.1235E+00 0.64
7 -1 6 1 2567.1772 2567.1772 0.000 0.2522E-01 0.2587E-01 2.60
11 -3 11 -5 2571.8105 2571.7624 -0.048 0.2549E+00 0.2442E+00 -4.21
10 -5 9 -1 2575.0043 2575.0039 0.000 0.1418E-01 0.1485E-01 4.73
10 -1 9 3 2618.2368 2618.2617 0.025 0.2050E-01 0.2190E-01 6.84
4 -3 3 -3 2640.4709 2640.4739 0.003 0.2462E+00 0.2465E+00 0.13
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
7 1 7 -1 2664.5815 2664.5710 -0.011 0.2132E+00 0.2122E+00 -0.49
11 1 10 3 2689.1123 2689.1704 0.058 0.1905E-01 0.2091E-01 9.78
12 1 11 5 2714.1878 2714.1626 -0.025 0.1664E-01 0.1900E-01 14.21
2 1 1 1 2773.9836 2773.9766 -0.007 0.2564E+00 0.2580E+00 0.64
13 3 12 5 2853.4035 2853.1910 -0.212 0.1643E-01 0.1985E-01 20.79
13 -3 13 -5 2864.2702 2864.2544 -0.016 0.3618E+00 0.3409E+00 -5.77
6 -1 6 -3 2880.0205 2880.0255 0.005 0.2173E+00 0.2164E+00 -0.40
5 -3 4 -1 2970.8242 2970.8005 -0.024 0.1560E+00 0.1569E+00 0.58
11 -1 11 -3 2997.5289 2997.5390 0.010 0.3644E+00 0.3521E+00 -3.38
5 -5 4 -3 3013.2139 3013.1997 -0.014 0.3893E+00 0.3893E+00 0.00
5 3 5 1 3043.7860 3043.7665 -0.020 0.2123E+00 0.2146E+00 1.08
10 -3 9 1 3118.9795 3118.9989 0.019 0.4334E-01 0.4542E-01 4.79
9 -1 8 1 3149.8746 3149.8769 0.002 0.4531E-01 0.4714E-01 4.03
4 3 4 1 3165.5470 3165.5331 -0.014 0.1533E+00 0.1559E+00 1.69
6 -3 6 -5 3167.5798 3167.5785 -0.001 0.1752E+00 0.1736E+00 -0.89
6 1 6 -1 3230.1605 3230.1467 -0.014 0.2977E+00 0.2992E+00 0.50
12 -1 11 3 3354.4898 3354.5210 0.031 0.4593E-01 0.5035E-01 9.63
13 1 12 3 3430.3863 3430.4993 0.113 0.4273E-01 0.4873E-01 14.05
8 -1 8 -3 3495.3612 3495.3586 -0.003 0.4255E+00 0.4213E+00 -0.98
9 1 9 -1 3509.4389 3509.4318 -0.007 0.4584E+00 0.4536E+00 -1.04
7 -5 7 -7 3536.6884 3536.6672 -0.021 0.2193E+00 0.2157E+00 -1.62
13 -5 13 -7 3569.8005 3569.6214 -0.179 0.5477E+00 0.5147E+00 -6.03
8 -3 8 -5 3612.9651 3612.9707 0.006 0.3843E+00 0.3778E+00 -1.70
6 -5 5 -5 3654.6061 3654.6036 -0.003 0.7480E+00 0.7457E+00 -0.31
11 -5 11 -7 3674.2034 3674.2278 0.024 0.4976E+00 0.4768E+00 -4.19
9 -5 9 -7 3682.7082 3682.7082 0.000 0.3919E+00 0.3811E+00 -2.74
11 -1 10 1 3718.0841 3718.0956 0.011 0.7450E-01 0.7898E-01 6.01
12 -5 11 -1 3776.0554 3776.0679 0.013 0.6436E-01 0.6789E-01 5.48
4 -1 3 -1 3807.2591 3807.2587 0.000 0.4840E+00 0.4852E+00 0.24
13 -1 13 -3 3809.6083 3809.7865 0.178 0.6816E+00 0.6505E+00 -4.56
7 3 7 1 3855.2939 3855.2817 -0.012 0.4641E+00 0.4686E+00 0.96
12 -3 11 1 3937.1074 3937.0727 -0.035 0.9330E-01 0.9934E-01 6.48
5 5 5 3 3949.2952 3949.3197 0.025 0.2484E+00 0.2546E+00 2.49
6 3 6 1 3953.4806 3953.4821 0.002 0.3977E+00 0.4049E+00 1.82
8 1 8 -1 3971.0156 3970.9976 -0.018 0.5710E+00 0.5720E+00 0.17
3 1 2 -1 3977.0430 3977.0461 0.003 0.3324E+00 0.3339E+00 0.46
7 -3 6 -1 4000.1953 4000.1650 -0.030 0.2563E+00 0.2585E+00 0.87
10 -3 10 -5 4053.4141 4053.4268 0.013 0.6392E+00 0.6223E+00 -2.65
10 -1 10 -3 4118.6423 4118.6344 -0.008 0.7199E+00 0.7074E+00 -1.74
7 -7 6 -5 4166.8661 4166.8514 -0.015 0.1154E+01 0.1147E+01 -0.58
8 -5 8 -7 4240.2012 4240.1914 -0.010 0.3332E+00 0.3262E+00 -2.11
13 -1 12 1 4305.3690 4305.4825 0.114 0.1166E+00 0.1268E+00 8.77
11 1 11 -1 4348.4972 4348.5188 0.022 0.8434E+00 0.8289E+00 -1.72
3 3 3 -3 4456.6419 4456.6223 -0.020 0.8283E-02 0.8467E-02 2.22
12 -3 12 -5 4509.5491 4509.5236 -0.026 0.9532E+00 0.9169E+00 -3.81
3 3 2 1 4512.3982 4512.3843 -0.014 0.1243E+01 0.1255E+01 0.98
7 -5 6 -3 4535.9747 4535.9401 -0.035 0.9412E+00 0.9403E+00 -0.10
10 -5 10 -7 4571.6751 4571.6606 -0.015 0.6640E+00 0.6428E+00 -3.19
6 -3 5 -3 4600.4289 4600.4318 0.003 0.9379E+00 0.9366E+00 -0.14
9 3 9 1 4619.3851 4619.3716 -0.013 0.8302E+00 0.8362E+00 0.72
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10 1 10 -1 4684.3975 4684.3820 -0.016 0.9513E+00 0.9483E+00 -0.32
7 5 7 3 4687.5118 4687.5271 0.015 0.5859E+00 0.6016E+00 2.68
8 3 8 1 4690.1021 4690.0941 -0.008 0.7467E+00 0.7599E+00 1.77
6 5 6 3 4690.4815 4690.5293 0.048 0.3568E+00 0.3693E+00 3.51
8 -7 7 -7 4734.3029 4734.2963 -0.007 0.1746E+01 0.1730E+01 -0.94
12 -1 12 -3 4749.5334 4749.5391 0.006 0.1114E+01 0.1084E+01 -2.68
9 -7 9 -9 4764.0510 4764.0390 -0.012 0.4281E+00 0.4160E+00 -2.83
9 -3 8 -1 4802.9960 4802.9923 -0.004 0.3267E+00 0.3313E+00 1.41
12 -5 12 -7 4869.9303 4869.9639 0.034 0.9974E+00 0.9528E+00 -4.47
11 -7 11 -9 4971.0734 4971.0529 -0.021 0.7954E+00 0.7627E+00 -4.11
13 -7 13 -9 5031.5892 5031.6758 0.087 0.1057E+01 0.9964E+00 -5.76
4 1 3 1 5107.2944 5107.2801 -0.014 0.1375E+01 0.1384E+01 0.68
13 1 13 -1 5142.2778 5142.2211 -0.057 0.1369E+01 0.1332E+01 -2.69
9 -9 8 -7 5276.5263 5276.5183 -0.008 0.2473E+01 0.2439E+01 -1.38
11 3 11 1 5332.1510 5332.0908 -0.060 0.1308E+01 0.1310E+01 0.19
7 7 7 5 5354.8519 5354.8843 0.032 0.4656E+00 0.4872E+00 4.64
12 1 12 -1 5366.3217 5366.2656 -0.056 0.1440E+01 0.1425E+01 -1.07
8 5 8 3 5368.6216 5368.6423 0.021 0.7887E+00 0.8178E+00 3.69
10 -7 10 -9 5368.8062 5368.8066 0.000 0.5581E+00 0.5384E+00 -3.53
9 5 9 3 5372.4277 5372.4279 0.000 0.1022E+01 0.1049E+01 2.67
10 3 10 1 5377.4690 5377.4439 -0.025 0.1200E+01 0.1218E+01 1.53
11 -3 10 -1 5404.9527 5404.9385 -0.014 0.3740E+00 0.3830E+00 2.40
8 -5 7 -5 5437.8157 5437.8205 0.005 0.1885E+01 0.1874E+01 -0.61
5 1 5 -5 5500.1053 5500.1171 0.012 0.3685E-01 0.3763E-01 2.13
12 -7 12 -9 5628.8569 5628.7757 -0.081 0.1065E+01 0.1014E+01 -4.82
9 -7 8 -5 5800.3762 5800.3659 -0.010 0.2446E+01 0.2425E+01 -0.85
10 -9 9 -9 5827.4143 5827.4137 -0.001 0.3392E+01 0.3328E+01 -1.88
13 -3 12 -1 5862.0824 5861.9616 -0.121 0.4152E+00 0.4322E+00 4.09
9 -5 8 -3 5870.1192 5870.1034 -0.016 0.1477E+01 0.1475E+01 -0.15
11 -9 11 -11 5928.0173 5928.0327 0.015 0.6921E+00 0.6620E+00 -4.35
8 7 8 5 5946.4554 5946.4662 0.011 0.5687E+00 0.6024E+00 5.93
9 7 9 5 5972.3191 5972.3810 0.062 0.9854E+00 0.1032E+01 4.73
13 3 13 1 5993.5898 5993.4689 -0.121 0.1888E+01 0.1874E+01 -0.73
10 5 10 3 5993.9485 5994.0064 0.058 0.1303E+01 0.1350E+01 3.57
11 5 11 3 6006.6237 6006.6239 0.000 0.1551E+01 0.1586E+01 2.28
12 3 12 1 6017.2606 6017.2043 -0.056 0.1750E+01 0.1765E+01 0.85
6 -1 5 -1 6069.8497 6069.8393 -0.010 0.1693E+01 0.1692E+01 -0.06
4 3 3 3 6076.4687 6076.4673 -0.001 0.3385E+01 0.3433E+01 1.43
13 -9 13 -11 6133.0969 6132.9794 -0.117 0.1289E+01 0.1214E+01 -5.85
5 1 4 -1 6249.1724 6249.1672 -0.005 0.1641E+01 0.1645E+01 0.27
5 3 5 -3 6322.1341 6322.1332 -0.001 0.2729E-01 0.2832E-01 3.77
11 -11 10 -9 6372.3859 6372.3911 0.005 0.4499E+01 0.4391E+01 -2.40
10 -7 9 -7 6432.1695 6432.1813 0.012 0.3550E+01 0.3504E+01 -1.31
9 9 9 7 6465.5068 6465.4451 -0.062 0.6604E+00 0.7096E+00 7.46
12 -9 12 -11 6502.5703 6502.5989 0.029 0.8472E+00 0.8031E+00 -5.21
10 7 10 5 6504.5846 6504.6336 0.049 0.1167E+01 0.1238E+01 6.12
11 7 11 5 6540.0279 6540.1439 0.116 0.1569E+01 0.1641E+01 4.62
12 5 12 3 6570.5726 6570.7773 0.205 0.1896E+01 0.1954E+01 3.08
5 -1 4 -3 6645.5707 6645.5680 -0.003 0.4157E+00 0.4153E+00 -0.10
8 -3 7 -3 6706.5397 6706.5409 0.001 0.2317E+01 0.2302E+01 -0.65
252 Annexe F. Fores de raie : toupies symétriques et asymétriques
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
7 1 7 -5 6805.9651 6805.9802 0.015 0.1081E+00 0.1113E+00 2.97
5 3 4 1 6830.0125 6830.0006 -0.012 0.3765E+01 0.3802E+01 0.99
10 9 10 7 6914.2642 6914.2151 -0.049 0.7364E+00 0.8045E+00 9.25
12 -11 11 -11 6917.3314 6917.3442 0.013 0.5823E+01 0.5648E+01 -3.01
11 -9 10 -7 6931.5970 6931.6172 0.020 0.4634E+01 0.4552E+01 -1.76
11 -5 10 -3 6951.7846 6951.8105 0.026 0.1785E+01 0.1785E+01 -0.02
11 9 11 7 6967.5607 6967.3711 -0.190 0.1324E+01 0.1424E+01 7.57
12 7 12 5 7017.3023 7017.3831 0.081 0.1806E+01 0.1911E+01 5.79
13 -11 13 -13 7064.2774 7064.3246 0.047 0.1015E+01 0.9522E+00 -6.16
10 -5 9 -5 7321.1364 7321.1336 -0.003 0.3659E+01 0.3618E+01 -1.13
11 -7 10 -5 7330.9952 7331.0095 0.014 0.3952E+01 0.3907E+01 -1.13
4 1 3 -3 7367.5635 7367.5566 -0.007 0.9034E-01 0.9135E-01 1.12
6 1 5 1 7432.2617 7432.2372 -0.025 0.3992E+01 0.4011E+01 0.49
13 -13 12 -11 7459.4883 7459.5071 0.019 0.7374E+01 0.7107E+01 -3.62
12 -9 11 -9 7491.8844 7491.9104 0.026 0.6060E+01 0.5920E+01 -2.31
5 5 4 3 7613.7607 7613.7872 0.027 0.7057E+01 0.7201E+01 2.04
7 -1 7 -7 7678.0720 7678.0764 0.004 0.3825E-01 0.3959E-01 3.51
13 -5 12 -3 7747.3456 7747.2462 -0.099 0.1833E+01 0.1841E+01 0.44
4 3 4 -3 7892.6396 7892.6157 -0.024 0.2466E-02 0.2628E-02 6.57
13 -11 12 -9 8021.1954 8021.2328 0.037 0.7644E+01 0.7424E+01 -2.88
12 -7 11 -7 8149.6680 8149.6333 -0.035 0.5993E+01 0.5882E+01 -1.85
9 1 9 -5 8255.5710 8255.5615 -0.010 0.1870E+00 0.1946E+00 4.06
7 3 7 -3 8317.0178 8317.0115 -0.006 0.5026E-01 0.5337E-01 6.18
6 3 5 3 8341.9563 8341.9528 -0.004 0.7615E+01 0.7729E+01 1.50
8 -1 7 -1 8404.7585 8404.7406 -0.018 0.4259E+01 0.4238E+01 -0.49
9 -1 9 -7 8428.8404 8428.8379 -0.002 0.1414E+00 0.1464E+00 3.52
7 1 6 -1 8461.9192 8461.8948 -0.024 0.4514E+01 0.4515E+01 0.03
13 -9 12 -7 8525.4353 8525.4364 0.001 0.7259E+01 0.7099E+01 -2.21
7 -1 6 -3 8677.3583 8677.3493 -0.009 0.1778E+01 0.1768E+01 -0.55
13 -7 12 -5 8687.0943 8687.1484 0.054 0.5221E+01 0.5149E+01 -1.37
5 5 5 -1 8860.8296 8860.8350 0.005 0.4186E-02 0.4556E-02 8.83
10 -3 9 -3 8946.3126 8946.3129 0.000 0.4752E+01 0.4691E+01 -1.28
6 5 5 5 9083.1427 9083.1624 0.020 0.1245E+02 0.1279E+02 2.75
7 3 6 1 9087.0526 9087.0298 -0.023 0.8267E+01 0.8341E+01 0.90
11 -1 11 -7 9243.5428 9243.5292 -0.014 0.3047E+00 0.3154E+00 3.53
6 1 6 -5 9277.7608 9277.7506 -0.010 0.1283E-01 0.1383E-01 7.81
12 -5 11 -5 9345.3948 9345.3693 -0.025 0.6236E+01 0.6121E+01 -1.85
4 3 3 -1 9435.7519 9435.7248 -0.027 0.1649E-01 0.1703E-01 3.25
6 -1 5 -5 9702.2065 9702.2076 0.001 0.3490E+00 0.3504E+00 0.40
8 1 7 1 9711.1926 9711.1673 -0.025 0.8661E+01 0.8687E+01 0.30
7 5 6 3 9821.0837 9821.0748 -0.009 0.1328E+02 0.1355E+02 2.06
11 1 11 -5 9917.8366 9917.8202 -0.016 0.2466E+00 0.2606E+00 5.68
7 -3 6 -5 10047.7956 10047.7690 -0.027 0.5106E+00 0.5072E+00 -0.67
6 3 6 -3 10063.6616 10063.6542 -0.007 0.1192E-01 0.1319E-01 10.63
13 -1 13 -7 10243.6790 10243.6624 -0.017 0.4793E+00 0.4954E+00 3.36
9 3 9 -3 10446.7181 10446.6856 -0.033 0.7369E-01 0.8074E-01 9.56
7 7 6 5 10485.4542 10485.4297 -0.024 0.1967E+02 0.2036E+02 3.51
8 3 7 3 10546.0008 10545.9796 -0.021 0.1418E+02 0.1438E+02 1.43
9 -1 8 -3 10616.2514 10616.2331 -0.018 0.4736E+01 0.4687E+01 -1.03
9 1 8 -1 10630.3291 10630.3063 -0.023 0.9448E+01 0.9418E+01 -0.32
F.3. Fréquenes et oeients d'Einstein des transitions de H2O 253
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
6 1 5 -3 10710.6099 10710.6039 -0.006 0.2611E+00 0.2656E+00 1.73
10 -1 9 -1 10747.0607 10747.0651 0.004 0.8903E+01 0.8818E+01 -0.96
9 -3 9 -9 10874.9972 10874.9948 -0.002 0.2858E-01 0.3089E-01 8.10
8 1 8 -5 11079.3420 11079.3269 -0.015 0.4087E-01 0.4545E-01 11.19
7 5 7 -1 11207.3871 11207.3797 -0.007 0.1299E-01 0.1480E-01 13.93
11 -3 11 -9 11217.0873 11217.0431 -0.044 0.1127E+00 0.1209E+00 7.29
8 5 7 5 11227.1107 11227.0949 -0.016 0.2080E+02 0.2138E+02 2.78
9 3 8 1 11278.6985 11278.6803 -0.018 0.1514E+02 0.1525E+02 0.73
12 -3 11 -3 11283.1335 11283.1305 -0.003 0.8854E+01 0.8678E+01 -1.98
8 -1 8 -7 11348.5275 11348.5208 -0.007 0.2113E-01 0.2343E-01 10.90
13 -3 13 -9 11465.6599 11465.5517 -0.108 0.2801E+00 0.2959E+00 5.64
5 3 4 -3 11557.1051 11557.0833 -0.022 0.2559E-01 0.2661E-01 3.98
13 1 13 -5 11816.1563 11816.2621 0.106 0.2812E+00 0.3018E+00 7.34
8 7 7 7 11818.7141 11818.6768 -0.037 0.2873E+02 0.2999E+02 4.37
6 5 6 -1 11874.1226 11874.1581 0.036 0.3274E-02 0.3829E-02 16.96
9 -3 8 -5 11911.3223 11911.3217 -0.001 0.1862E+01 0.1839E+01 -1.24
10 1 9 1 11922.0194 11922.0153 -0.004 0.1580E+02 0.1579E+02 -0.03
9 5 8 3 11961.0242 11961.0141 -0.010 0.2206E+02 0.2250E+02 1.99
8 3 8 -3 12156.4789 12156.4503 -0.029 0.2845E-01 0.3288E-01 15.57
5 5 5 -5 12493.1864 12493.2033 0.017 0.2296E-03 0.2723E-03 18.59
11 -1 10 -3 12521.1240 12521.1119 -0.012 0.9911E+01 0.9754E+01 -1.59
8 -1 7 -5 12546.1421 12546.1499 0.008 0.1028E+01 0.1034E+01 0.54
9 7 8 5 12564.7217 12564.7529 0.031 0.3022E+02 0.3128E+02 3.49
8 -3 7 -7 12587.4693 12587.4584 -0.011 0.6078E+00 0.6065E+00 -0.22
11 3 11 -3 12678.1771 12678.1486 -0.028 0.9753E-01 0.1106E+00 13.41
10 3 9 3 12680.1033 12680.0876 -0.016 0.2335E+02 0.2364E+02 1.26
10 -1 10 -7 12743.7316 12743.7217 -0.010 0.6779E-01 0.7708E-01 13.70
11 1 10 -1 12750.9788 12750.9963 0.017 0.1684E+02 0.1672E+02 -0.70
10 1 10 -5 12856.4540 12856.4432 -0.011 0.7955E-01 0.9149E-01 15.01
12 -1 11 -1 13035.1380 13035.1306 -0.007 0.1627E+02 0.1604E+02 -1.42
9 9 8 7 13083.7732 13083.7317 -0.041 0.3959E+02 0.4166E+02 5.23
5 5 4 -1 13242.2535 13242.2534 0.000 0.1290E-01 0.1386E-01 7.44
6 3 5 -1 13253.4908 13253.4681 -0.023 0.6147E-01 0.6475E-01 5.34
10 5 9 5 13301.6241 13301.6661 0.042 0.3186E+02 0.3272E+02 2.69
11 3 10 1 13398.7323 13398.7051 -0.027 0.2466E+02 0.2477E+02 0.45
9 5 9 -1 13501.2517 13501.2313 -0.020 0.2634E-01 0.3155E-01 19.77
11 -3 10 -5 13577.0091 13576.9997 -0.009 0.4567E+01 0.4477E+01 -1.96
9 -5 8 -7 13723.2856 13723.2655 -0.020 0.7062E+00 0.7003E+00 -0.83
10 7 9 7 13833.8895 13833.9187 0.029 0.4149E+02 0.4325E+02 4.24
7 7 7 1 13897.6575 13897.6930 0.036 0.2818E-02 0.3512E-02 24.65
10 -3 10 -9 13993.8954 13993.8940 -0.001 0.2344E-01 0.2751E-01 17.35
11 5 10 3 14027.8869 14027.8852 -0.002 0.3358E+02 0.3419E+02 1.82
8 5 8 -1 14029.7393 14029.7339 -0.005 0.1083E-01 0.1337E-01 23.50
12 1 11 1 14052.9625 14052.8774 -0.085 0.2566E+02 0.2558E+02 -0.30
12 -1 12 -7 14129.0128 14129.0265 0.014 0.1336E+00 0.1549E+00 15.99
8 1 7 -3 14172.9166 14172.8971 -0.019 0.4609E+00 0.4738E+00 2.81
10 3 10 -3 14180.5089 14180.4603 -0.049 0.4995E-01 0.6015E-01 20.41
7 3 7 -7 14197.9474 14197.9290 -0.018 0.1706E-02 0.2104E-02 23.34
10 9 9 9 14282.6468 14282.6887 0.042 0.5214E+02 0.5530E+02 6.06
13 -1 12 -3 14421.2241 14421.2872 0.063 0.1773E+02 0.1736E+02 -2.08
254 Annexe F. Fores de raie : toupies symétriques et asymétriques
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
7 1 6 -5 14509.5196 14509.4988 -0.021 0.6511E-01 0.6787E-01 4.24
11 -5 11 -11 14573.2941 14573.3133 0.019 0.2374E-01 0.2802E-01 18.03
11 7 10 5 14573.9662 14574.0226 0.056 0.4356E+02 0.4500E+02 3.31
12 1 12 -5 14625.4043 14625.3282 -0.076 0.1228E+00 0.1446E+00 17.73
13 -5 13 -11 14734.4865 14734.2766 -0.210 0.8776E-01 0.1018E+00 16.00
12 3 11 3 14738.0721 14737.9908 -0.081 0.3529E+02 0.3563E+02 0.97
13 1 12 -1 14813.9685 14813.9692 0.001 0.2696E+02 0.2668E+02 -1.03
13 3 13 -3 14945.4760 14945.4765 0.001 0.1247E+00 0.1436E+00 15.17
12 -3 12 -9 15008.3363 15008.2632 -0.073 0.7871E-01 0.9376E-01 19.12
11 9 10 7 15036.9424 15036.7602 -0.182 0.5452E+02 0.5723E+02 4.97
10 -3 9 -7 15057.2588 15057.2686 0.010 0.1908E+01 0.1902E+01 -0.33
13 -3 12 -5 15121.1650 15121.0242 -0.141 0.9369E+01 0.9120E+01 -2.66
7 3 6 -3 15197.2336 15197.2019 -0.032 0.1030E+00 0.1094E+00 6.23
12 5 11 5 15302.0210 15302.1442 0.123 0.4572E+02 0.4681E+02 2.39
7 5 7 -5 15348.7707 15348.7890 0.018 0.9880E-03 0.1288E-02 30.36
13 3 12 1 15441.2367 15441.1726 -0.064 0.3698E+02 0.3705E+02 0.20
10 -1 9 -5 15493.1929 15493.1948 0.002 0.1793E+01 0.1810E+01 0.93
11 -5 10 -7 15576.8738 15576.8978 0.024 0.2268E+01 0.2235E+01 -1.47
11 5 11 -1 15687.2718 15687.2335 -0.038 0.4387E-01 0.5413E-01 23.38
10 -5 9 -9 15767.8957 15767.8809 -0.015 0.8466E+00 0.8423E+00 -0.51
12 7 11 7 15779.2954 15779.3835 0.088 0.5706E+02 0.5931E+02 3.94
9 7 9 1 15964.1320 15964.1805 0.048 0.9153E-02 0.1191E-01 30.12
8 7 8 1 16005.1791 16005.2026 0.023 0.2368E-02 0.3148E-02 32.94
10 5 10 -1 16055.8151 16055.8323 0.017 0.2236E-01 0.2858E-01 27.81
6 5 5 1 16076.2238 16076.2486 0.025 0.1510E-01 0.1688E-01 11.78
12 3 12 -3 16133.1157 16133.0089 -0.107 0.7523E-01 0.9176E-01 21.97
9 3 9 -7 16557.6643 16557.6413 -0.023 0.5268E-02 0.7042E-02 33.67
9 1 9 -9 16702.3303 16702.3087 -0.022 0.2788E-02 0.3731E-02 33.82
6 3 5 -5 16885.8476 16885.8364 -0.011 0.2584E-02 0.2915E-02 12.80
12 -5 12 -11 17001.3575 17001.3385 -0.019 0.2213E-01 0.2857E-01 29.11
7 5 6 -1 17004.7249 17004.7036 -0.021 0.5412E-01 0.6002E-01 10.90
8 3 7 -1 17065.8762 17065.8323 -0.044 0.1428E+00 0.1545E+00 8.20
13 -5 12 -7 17126.8250 17126.7337 -0.091 0.4910E+01 0.4797E+01 -2.31
11 -7 10 -9 17271.4766 17271.4766 0.000 0.9560E+00 0.9493E+00 -0.70
12 -3 11 -7 17529.1474 17529.1207 -0.027 0.3714E+01 0.3705E+01 -0.25
9 1 8 -5 17738.6554 17738.6356 -0.020 0.2458E+00 0.2606E+00 6.02
10 1 9 -3 17749.3524 17749.3292 -0.023 0.6671E+00 0.6977E+00 4.59
9 9 9 3 17810.2537 17810.2540 0.000 0.2009E-02 0.2721E-02 35.46
10 7 10 1 17876.0021 17876.0839 0.082 0.7872E-02 0.1035E-01 31.48
11 7 11 1 17878.8025 17878.8586 0.056 0.1945E-01 0.2472E-01 27.10
6 5 6 -5 17921.7229 17921.7621 0.039 0.1469E-04 0.2202E-04 49.93
12 5 12 -1 17954.1549 17954.2471 0.092 0.3872E-01 0.4759E-01 22.91
12 -5 11 -9 17990.6716 17990.6500 -0.022 0.2659E+01 0.2641E+01 -0.66
13 -7 13 -13 18228.9635 18228.9798 0.016 0.2091E-01 0.2828E-01 35.25
9 5 9 -5 18247.3839 18247.3610 -0.023 0.1718E-02 0.2491E-02 44.96
7 7 7 -3 18359.3815 18359.4229 0.041 0.5206E-04 0.7907E-04 51.89
9 -1 8 -7 18469.4177 18469.3953 -0.022 0.5857E-01 0.6253E-01 6.76
11 1 11 -9 18563.1134 18563.1009 -0.013 0.9340E-02 0.1330E-01 42.40
12 -1 11 -5 18604.4774 18604.4320 -0.045 0.2381E+01 0.2424E+01 1.82
9 3 8 -3 18745.0754 18745.0365 -0.039 0.2406E+00 0.2622E+00 8.96
F.3. Fréquenes et oeients d'Einstein des transitions de H2O 255
νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
11 3 11 -7 18924.1910 18924.1388 -0.052 0.8975E-02 0.1283E-01 42.95
12 -7 11 -11 19048.7586 19048.7188 -0.040 0.1090E+01 0.1086E+01 -0.36
7 7 6 1 19129.4163 19129.4412 0.025 0.1602E-01 0.1884E-01 17.63
13 -7 12 -9 19185.8815 19185.8880 0.006 0.2953E+01 0.2920E+01 -1.12
6 5 5 -3 19354.5720 19354.6153 0.043 0.3408E-03 0.4171E-03 22.40
10 9 10 3 19412.7972 19412.8551 0.058 0.1826E-02 0.2271E-02 24.36
11 9 11 3 19514.2123 19514.1389 -0.073 0.7304E-02 0.8658E-02 18.54
12 7 12 1 19605.1355 19605.3647 0.229 0.1840E-01 0.2073E-01 12.66
8 5 7 1 19769.9163 19769.9036 -0.013 0.5667E-01 0.6551E-01 15.60
8 3 8 -7 20009.6452 20009.6124 -0.033 0.1206E-03 0.2004E-03 66.21
8 1 7 -7 20053.8461 20053.8146 -0.031 0.9723E-02 0.1120E-01 15.19
11 -1 11 -11 20142.6335 20142.6148 -0.019 0.1939E-02 0.3064E-02 58.02
13 1 13 -9 20417.5460 20417.5593 0.013 0.1824E-01 0.2645E-01 45.00
9 5 8 -1 20622.1419 20622.1058 -0.036 0.1326E+00 0.1516E+00 14.34
13 -9 12 -11 20656.8626 20656.8111 -0.052 0.1213E+01 0.1212E+01 -0.09
10 3 9 -1 20808.9273 20808.8910 -0.036 0.2676E+00 0.2980E+00 11.36
11 1 10 -5 20923.0353 20923.0575 0.022 0.5461E+00 0.5908E+00 8.19
8 5 8 -5 21138.0657 21138.0633 -0.002 0.7087E-04 0.1265E-03 78.51
11 -1 10 -7 21146.2132 21146.1993 -0.014 0.2772E+00 0.2998E+00 8.14
8 3 7 -5 21207.2598 21207.2415 -0.018 0.8649E-02 0.1040E-01 20.25
11 5 11 -5 21256.6112 21256.5349 -0.076 0.1971E-02 0.3008E-02 52.58
13 3 13 -7 21379.5467 21379.3524 -0.194 0.1140E-01 0.1597E-01 40.09
12 1 11 -3 21398.9886 21398.9351 -0.053 0.8893E+00 0.9506E+00 6.89
13 -1 13 -11 21408.3651 21408.3175 -0.048 0.8318E-02 0.1337E-01 60.74
9 7 9 -3 21791.4650 21791.4945 0.029 0.1084E-03 0.1853E-03 70.88
8 7 7 3 21861.0778 21861.0882 0.010 0.1663E-01 0.2025E-01 21.73
11 3 10 -3 22201.7721 22201.7215 -0.051 0.4356E+00 0.4865E+00 11.69
9 7 8 1 22623.4454 22623.4892 0.044 0.5762E-01 0.6889E-01 19.56
10 1 10 -9 22796.9353 22796.9103 -0.025 0.2110E-03 0.4208E-03 99.44
10 3 10 -7 22805.5981 22805.5476 -0.051 0.3576E-03 0.6807E-03 90.33
7 5 6 -5 23052.3252 23052.3075 -0.018 0.1931E-03 0.2625E-03 35.96
10 5 9 1 23293.4369 23293.4656 0.029 0.1332E+00 0.1563E+00 17.34
8 7 8 -3 23471.5559 23471.5588 0.003 0.7377E-05 0.1484E-04 101.17
11 -3 10 -9 23517.4905 23517.4669 -0.024 0.3070E-01 0.3530E-01 14.98
13 -1 12 -7 23800.7035 23800.7746 0.071 0.7267E+00 0.7962E+00 9.57
10 1 9 -7 23860.2986 23860.2850 -0.014 0.3269E-01 0.3980E-01 21.74
10 -1 9 -9 23939.9521 23939.9421 -0.010 0.1416E-01 0.1725E-01 21.86
13 1 12 -5 24073.0511 24073.0334 -0.018 0.9388E+00 0.1048E+01 11.63
11 5 10 -1 24089.7535 24089.7144 -0.039 0.2550E+00 0.2937E+00 15.18
10 5 10 -5 24227.8715 24227.8951 0.024 0.1489E-03 0.3375E-03 126.67
8 5 7 -3 24231.6403 24231.6332 -0.007 0.9146E-03 0.1257E-02 37.44
7 7 7 -7 24240.3110 24240.3386 0.028 0.3781E-06 0.6203E-06 64.04
9 9 8 3 24398.8502 24398.8403 -0.010 0.1756E-01 0.2131E-01 21.34
12 3 11 -1 24418.7202 24418.6063 -0.114 0.4445E+00 0.5057E+00 13.77
13 -3 13 -13 24663.0341 24662.8586 -0.176 0.6235E-03 0.1493E-02 139.44
12 1 12 -9 25124.1914 25124.0692 -0.122 0.6512E-03 0.1425E-02 118.83
10 7 9 3 25178.6364 25178.7282 0.092 0.6013E-01 0.7144E-01 18.81
11 7 11 -3 25224.8286 25224.9146 0.086 0.1696E-03 0.2488E-03 46.67
7 7 6 -3 25239.5973 25239.6116 0.014 0.4462E-04 0.7594E-04 70.17
12 3 12 -7 25512.5951 25512.5010 -0.094 0.6710E-03 0.1248E-02 85.99
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
10 3 9 -5 25555.0595 25555.0211 -0.038 0.1453E-01 0.1859E-01 27.95
13 3 12 -3 25557.0918 25556.9761 -0.116 0.6894E+00 0.7869E+00 14.15
13 -3 12 -9 25619.9521 25619.7646 -0.187 0.1741E+00 0.2051E+00 17.81
9 9 9 -1 25939.0777 25939.0571 -0.021 0.4200E-05 0.1235E-04 194.08
11 7 10 1 25945.3838 25945.4705 0.087 0.1371E+00 0.1587E+00 15.74
12 -1 12 -11 26260.4401 26260.3986 -0.041 0.1642E-03 0.4359E-03 165.53
9 3 8 -7 26598.2417 26598.1967 -0.045 0.7627E-03 0.1049E-02 37.55
12 5 11 1 26640.7956 26640.8631 0.068 0.2601E+00 0.2956E+00 13.66
10 7 10 -3 26679.0420 26679.1004 0.058 0.2556E-04 0.5083E-04 98.90
9 5 9 -9 26694.1431 26694.1069 -0.036 0.3062E-05 0.1137E-04 271.38
10 9 9 5 26720.4728 26720.5231 0.050 0.1994E-01 0.2217E-01 11.17
12 5 12 -5 27213.2374 27213.3123 0.075 0.3005E-03 0.4148E-03 38.02
12 -1 11 -9 27249.7542 27249.7098 -0.044 0.5306E-01 0.6849E-01 29.09
11 9 10 3 27535.4755 27535.4000 -0.075 0.6795E-01 0.7377E-01 8.57
12 1 11 -7 27645.0025 27644.9244 -0.078 0.6152E-01 0.7941E-01 29.08
9 5 8 -5 27730.4682 27730.4336 -0.035 0.7338E-03 0.1155E-02 57.41
9 7 9 -7 27902.4112 27902.4494 0.038 0.1509E-05 0.9026E-05 497.99
12 7 11 3 28325.9470 28326.1521 0.205 0.1539E+00 0.1597E+00 3.77
8 7 7 -1 28380.9532 28380.9401 -0.013 0.3545E-04 0.4524E-04 27.63
12 -3 11 -11 28428.2381 28428.2078 -0.030 0.1314E-01 0.1824E-01 38.76
10 5 9 -3 29120.7700 29120.7820 0.012 0.1452E-02 0.2227E-02 53.39
11 9 11 -1 29194.8604 . . . . . . 0.2631E-04 . . . . . .
13 -5 12 -11 29258.2522 29258.1082 -0.144 0.1563E-01 0.2135E-01 36.57
10 9 10 -1 29474.6638 . . . . . . 0.3361E-05 . . . . . .
12 7 12 -3 29720.9906 . . . . . . 0.1128E-03 . . . . . .
11 3 11 -11 29823.2816 29823.2272 -0.054 0.4219E-05 0.1495E-04 254.32
11 5 11 -9 29901.8880 29901.8175 -0.070 0.9569E-05 0.3431E-04 258.54
12 3 11 -5 29988.0596 29987.9080 -0.152 0.1748E-01 0.2335E-01 33.62
9 7 8 -3 30089.8222 30089.8443 0.022 0.1734E-03 0.3329E-03 91.99
8 5 7 -7 30112.5698 30112.5503 -0.019 0.6845E-05 0.1344E-04 96.34
11 3 10 -7 30826.8613 30826.8100 -0.051 0.2553E-02 0.4065E-02 59.23
11 1 10 -9 30863.5166 30863.5262 0.010 0.1063E-02 0.1814E-02 70.60
11 7 11 -7 31470.8425 . . . . . . 0.5667E-05 . . . . . .
11 5 10 -5 32261.8099 32261.7738 -0.036 0.1582E-02 0.2514E-02 58.90
8 7 7 -5 32522.3368 32522.3492 0.012 0.9702E-06 0.2929E-06 -69.81
13 3 13 -11 32544.2327 . . . . . . 0.2408E-04 . . . . . .
9 9 8 -1 33059.9679 33059.9314 -0.037 0.1818E-04 0.3236E-04 77.99
10 7 9 -1 33307.4604 33307.5309 0.070 0.1386E-03 0.1590E-03 14.76
13 1 13 -13 33614.9203 . . . . . . 0.2000E-05 . . . . . .
12 5 11 -3 33986.8218 33986.9208 0.099 0.2239E-02 0.2504E-02 11.83
10 3 9 -9 34001.8187 34001.7681 -0.051 0.2861E-04 0.7349E-04 156.88
13 1 12 -9 34571.8383 34571.7752 -0.063 0.4024E-02 0.6703E-02 66.60
11 7 10 -3 34748.4237 34748.4872 0.064 0.4821E-03 0.5189E-03 7.63
11 9 11 -5 34764.1998 . . . . . . 0.1494E-05 . . . . . .
13 3 12 -7 34936.5712 34936.4628 -0.108 0.5465E-02 0.8050E-02 47.29
10 5 9 -7 35231.7162 35231.7374 0.021 0.2566E-04 0.5751E-04 124.16
13 -1 12 -11 35932.1308 35932.1491 0.018 0.6822E-03 0.1380E-02 102.30
10 9 9 1 36712.2856 36712.3224 0.037 0.2186E-04 0.1207E-04 -44.78
11 9 10 -1 37597.3421 37597.2279 -0.114 0.1483E-03 0.5475E-04 -63.07
12 5 12 -9 37712.0246 . . . . . . 0.1534E-05 . . . . . .
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νj′τ ′→jτ (GHz) Aj′τ ′→jτ (s
−1
)
j′ τ ′ j τ ... HITRAN ∆ν (GHz) .. HITRAN eart(%)
9 7 8 -7 37942.9886 . . . . . . 0.1200E-06 . . . . . .
12 7 11 -1 38006.5951 38006.7636 0.168 0.6031E-03 0.3337E-03 -44.66
10 7 9 -5 38053.5925 . . . . . . 0.4556E-05 . . . . . .
12 1 11 -11 38544.0932 38544.0126 -0.081 0.3863E-04 0.1280E-03 231.37
12 3 11 -9 38633.3365 38633.1874 -0.149 0.1114E-03 0.1521E-03 36.49
12 7 12 -7 39100.4700 . . . . . . 0.3502E-05 . . . . . .
12 5 11 -7 40232.8357 40232.9093 0.074 0.9318E-04 0.4327E-04 -53.56
11 5 10 -9 42202.2913 . . . . . . 0.6656E-06 . . . . . .
10 9 9 -3 42539.6187 42539.6360 0.017 0.3638E-06 0.4454E-05 1124.38
11 7 10 -7 43373.5129 . . . . . . 0.2117E-05 . . . . . .
11 9 11 -9 43409.4766 . . . . . . 0.1190E-06 . . . . . .
12 7 11 -5 43575.9345 . . . . . . 0.3358E-04 . . . . . .
11 9 10 -5 45769.3985 . . . . . . 0.2281E-05 . . . . . .
13 3 12 -11 47067.9984 . . . . . . 0.1866E-05 . . . . . .
12 5 11 -11 51131.9263 . . . . . . 0.4161E-06 . . . . . .
12 7 11 -9 52221.2114 . . . . . . 0.1824E-05 . . . . . .
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Selective hyperfine excitation of N2H¿ by He: Potential energy surface,
cross sections, and propensity rules
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We present potential energy surfaces for the He-N2H1 system adiabatically corrected for the
zero-point motion along the intermolecular stretching vibrations v150 and v151. The potentials
are extended to shorter He-N2H1 separations which makes them useful for scattering calculations.
Close coupling calculations of the spinless S matrices for the rotational excitation of N2H1 by He
are presented, and recoupling techniques to obtain collisional excitation cross sections between the
N2H1 hyperfine levels are used. The propensity rules between hyperfine levels are investigated for
the case where two nuclear spins are involved. It is found that the only well defined propensity rule
is DF5DF15D j and that calculations are required in order to obtain the relative intensities of the
two-spin hyperfine cross sections. © 2004 American Institute of Physics.
@DOI: 10.1063/1.1774978#
I. INTRODUCTION
N2H1 is known to be a selective tracer of quiescent
gas1,2 and is particularly suitable for studying the structure of
cold star-forming regions. Being an ion, N2H1 is also impor-
tant to trace the ionized gas and to give information about the
coupling between ions and neutrals in star-forming dense
cores. It should be noted that N2H1, formed through the
ion-molecule reaction N21H3
1 and mainly destroyed by CO
and electrons, traces molecular nitrogen N2 . N2H1 is
thought to be a late ‘‘depleter’’ 3–6 and so is a good tracer of
dense core gas. Indeed, the observed persistence of gaseous
N2H1 in dense cores of molecular cores is thought to be
based on the relative low binding energies of N2 on dust
grains, which allow them to evaporate more easily than spe-
cies containing O or C.
N2H1 is a linear ion in a closed shell 1S configuration
and the dominant hyperfine interactions are those between
the molecular electric field gradient and the electric quadru-
pole moments of the two nitrogen nuclei; these produce a
splitting of the j51→ j50 line into seven hyperfine transi-
tions. Most observations map the N2H1(1-0) line, whose
hyperfine structure enables a reliable determination of the
optical depth and improves estimates of related physical pa-
rameters of the dense gas. It was found by Caselli et al.7 that
in low-mass cores, excitation of some hyperfine transitions
significantly deviate from a single excitation temperature fit.
They suggested that the intensity anomalies may arise from
collisional pumping, if collisional coefficients for each indi-
vidual hyperfine component of the j51→ j50 transition of
N2H1 have different values. Hyperfine selective collisional
excitation has been discussed by Stutzki and Winnewisser8 to
interpret observed intensity anomalies in the hyperfine struc-
ture of NH3 and HCN. It was also suggested7,9 that the in-
tensity anomalies could be caused by the different optical
depths of various hyperfine components and/or by line over-
laps. These intensity anomalies, the importance of the N2H1
molecule as a spectroscopic probe for astrophysics, and the
absence of reliable rate coefficients prompted the present
work.
Here, the collisional excitation cross sections of the hy-
perfine levels of N2H1 with He are calculated. Up until now
the only available rate coefficients for N2H1 excited by He
were pure rotational excitation rate coefficients calculated by
Green,10 using a gas-electron model for the potential energy
surface. The cross sections between hyperfine levels are ob-
tained using a recoupling technique, first introduced by
Corey and McCourt11 for the case of a single electronic spin,
and often used for open shell or closed shell systems with
only one nuclear spin, such as OH1H2 ,12,13 CaBr(X 2S1)
1Ar,14 HCN1He, NH31He.15,16 The dynamical problem
reduces to spinless equations, which we solve using close-
coupling ~CC! methods. Monteiro and Stutzki16 showed that
CC calculations should be used for the determination of the
spinless S matrices, in order to obtain the correct propensity
rules among hyperfine levels. In the present work the recou-
pling formalism for the case of two nuclear spins is explicitly
derived. The final expressions are formally similar to the
ones obtained by Alexander and Dagdigian14 for the case of
couplings involving a single nuclear spin and an electronic
spin. We extend the work by Alexander and Dagdigian14 on
propensity rules for one nuclear spin to low energy scatter-
ing, and we investigate propensity rules in the case of two
nuclear spins.
Since the only available calculations of excitation rates
of N2H1 by He are based on a rather approximate potential
energy surface ~PES! it is also of interest to calculate an
interaction potential. Using an adiabatic decoupling approxi-
mation two-dimensional potential energy surfaces corrected
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for the influence of the n1 ~mainly NH-local mode! stretch-
ing vibration are calculated.17 This approach has been suc-
cessfully used to calculate rovibrational energies and vibra-
tional band shifts for He-HCO1, Ne-HN2
1
, or
HCCH-Cl2.18–20 The validity and limitations of the ap-
proach have been assessed in calculations for Ne-OH1 incor-
porating all degrees of freedom.21
Proton-bound ion dimers of the type AHB1 or AHB2,
where A and B are two bases, have attracted much interest
from a spectroscopic viewpoint22 over the last decade. High
resolution infrared and microwave experiments furnish infor-
mation about the atoms’ arrangement ~through rotational
constants! and on the degree of proton delocalization
~through shifts in vibrational frequencies!. Characteristic for
the binding in proton-bound complexes is that their proper-
ties depend largely on the relative proton affinities of the
constituents (A and B). One consequence of this is that the
larger the difference in the proton affinities of A and B the
smaller the binding energy. For He-N2H1 the binding energy
is '600 cm21 compared to 280 cm21 for the related
He-HCO1 dimer.18 It is also of interest to mention that the
presence of a proton has a profound influence on the binding
and the anisotropy of the potential energy surface. The bind-
ing energy for He-N2
1 is only 139 cm21 which is four times
smaller compared to the proton-bound complex He-N2H1.23
Section II is devoted to the determination and tests of
potential energy surfaces for the He-N2H1 system. The hy-
perfine collisional formalism and calculations are described
in Sec. III. Finally, Sec. IV explains the propensity rules
among hyperfine cross sections.
II. CONSTRUCTION AND TEST OF THE POTENTIAL
ENERGY SURFACES
A. Adiabatically corrected potential energy surfaces
for v1Ä0 and v1Ä1
The present work uses a standard Jacobi coordinate sys-
tem, in which r is the NH distance, R is the distance from the
center of mass of N2H1 to the He atom, and u is the angle
between the two distance vectors ~see Fig. 1!. For the rigid
monomer potential energy surface the N2H1 monomer is
frozen at its minimum energy structure calculated at the
CCSD~T!/aug-cc-pVQZ level using MOLPRO.24 The bond
lengths are rNN51.096 Å and rNH51.039 Å, respectively. It
is advantageous to choose the grid on which energies are
calculated such as to minimize the effort in the bound state
and scattering calculations. Evaluation of the necessary an-
gular integrals is the stablest if Gauss-Legendre points are
used.25 In addition, the representation of the interaction po-
tential is simplified. Thus calculations at angles correspond-
ing to an 11-point quadrature (u511.98°, 27.49°, 43.10°,
58.73°, 74.36°, 90.00°, 105.64°, 121.27°, 136.90°,
152.51°, and 168.02°) were performed. In addition, calcula-
tions in the two collinear geometries were carried out to as-
sess the accuracy of the fit. The radial R grid included 13
regularly spaced distances between 2.2 and 4.6 Å, seven
regularly spaced distances between 5.0 and 8.0 Å and one
point at 15.0 Å. The total potential V(R ,u) is represented as
V~R ,u !5(
l
Vl~R !Pl„cos~u !…, ~1!
where Vl(R) are the radial strength functions and the sum
runs over l50 – 10. It has been found advantageous to rep-
resent the radial strength functions as reproducing kernels.26
This allows us to reproduce the ab initio points exactly. Ac-
cording to the radial R24 dependence of the intermolecular
potential a kernel of the form
q1
2,4~x ,x8!5
2
15 x.
25S 2 57 x,x.D ~2!
is used.26
A rigid monomer potential energy surface constructed in
this way does not account for the coupling between the in-
termolecular and intramolecular degrees of freedom. Since
the processes of interest may also include vibrational excita-
tion of the N2H1 moiety a previously developed adiabatic
correction scheme was employed to account for such
effects.17 Adiabatically corrected potential energy surfaces
accounting for the coupling between the vibrational motion
of the shared proton (n1 stretching vibration! and the two
intermolecular coordinates were developed as follows:
The He atom was placed at different positions (R ,u) and
the total electronic energy was calculated for different N-H
bond lengths. This defines an adiabatic potential V(rNH).
The grid of rNH included values between 0.8 and 1.6 Å with
a spacing of 0.025 Å. For this V(rNH) the one-dimensional
Schro¨dinger equation was solved using the LEVEL program to
yield v150 and v151 energy levels E(R ,u;vNH).27 The
adiabatically corrected potential energy surfaces are then
Vcorr~R ,u;vNH!5V~R ,u !1Fcorr~R ,u;vNH!, ~3!
where
Fcorr~R ,u;vNH!5E~R ,u;vNH!2E~R5` ,u50;vNH!.
~4!
Here, E(R5` ,u50;vNH) is the zero of the correction and
corresponds to the NH stretching vibration in the free N2H1
monomer. The correction function Fcorr(R ,u;vNH) was
evaluated on the same angular grid for u<90° as the rigid
FIG. 1. The adiabatically corrected potential energy surface Vcorr(R ,u;vNH
50). There is a strong attraction along the collinear approach of He to
N2H1. The energies are in cm21.
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monomer potential energy surface. This allows us to repre-
sent the adiabatic correction in exactly the same way as the
potential energy surface, namely, as a combination of radial
strength functions and Legendre polynomials. For u.90°
the adiabatic correction Fcorr(R ,u;vNH) was found to be neg-
ligible. The adiabatically corrected potential energy surface
for vNH50 is shown in Fig. 1. The characteristic data of the
three potential energy surfaces @V(R ,u),Vcorr(R ,u;vNH
50),Vcorr(R ,u;vNH51)# are summarized in Table I.
B. Testing the potential energy surfaces: Bound
states and spectroscopic observables
The potential energy surfaces described in the preceding
section were tested by using them in bound state calcula-
tions. These were carried out using the BOUND computer
program.28 The reduced mass of the complex was taken to be
3.517 358 12mu and the rotational constants of the monomer
for the frozen potential and in the v150 and v151 levels
were fixed at B51.553 970, 1.541 357, and 1.533 971 cm21,
respectively.29 The basis set included internal angular mo-
mentum functions j up to j530. This proved to be sufficient
for convergence to better than 1024 cm21. Previous calcula-
tions used a different zeroth-order PES ~MP2/Ahlrichs VTZ!
and a less-well adapted method to construct the adiabatic
correction.17 Thus, it is of interest to compare the bound
states of the present surfaces with experiment30 and the pre-
vious calculations to validate the quality of the PESs.
The dissociation energies on the different surfaces are
2335.7 cm21 ~uncorrected!, 2369.9 cm21 (v150), and
2461.7 cm21 (v151), respectively. This is deeper by 28.4,
29.3, and 28.1 cm21, than for the MP2 PES and possibly a
consequence of the increased correlation energy that is cap-
tured using CCSD~T!. The experimentally observed data are
the wave numbers of the intermolecular stretching and bend-
ing frequencies, found at 163.04 and 96.25 cm21, respec-
tively, for the ~100! state.30 Furthermore, rotational constants
for these states are also available from experiment and the
current calculations compare quite well with them. Experi-
ment and theory are compared in Table I. The agreement
between theory and experiment is in line with previous
studies.18,19,21 In particular, the bending frequency is too high
compared with experiment since the N2H1 remains in the
linear configuration for the adiabatic correction. This can
also be seen in the rotational constant for the bending state
which agrees least well with experiment. On the other hand,
the stretching frequency and the vibrational redshift are in
reasonable agreement and the rotational constants in quite
good agreement with experiment.
III. HYPERFINE COLLISIONAL CROSS SECTIONS
A. Hyperfine structure of N2H¿
The energy levels of N2H1 are characterized by the
quantum numbers j , F1 , and F , where j is the rotational
quantum number, F1 results from the coupling of jˆ with Iˆ1
(Fˆ 15 jˆ1Iˆ1), where I151 is the nuclear spin of the outer
nitrogen, and
Fˆ 5Fˆ 11Iˆ2 , ~5!
with I251 the nuclear spin of the inner nitrogen. F is the
only good quantum number, although the mixing between
different j and F1 components is very small, so that the
energy levels are still well characterized by j and F1 . The
external nucleus induces the largest splittings since its cou-
pling constants are bigger than those of the internal nucleus.
The hyperfine energy levels can be found by diagonalizing
the molecular Hamiltonian Hmol5B jˆ21Hcoupling , where B
is the rotational constant of the molecule and Hcoupling the
effective nuclear coupling Hamiltonian:7,31
Hcoupling5 (
k51
2 F ~eQq j8 j!k2Ik~2Ik21 !J~2J21 ! F3~Ik •j!2
1
3
2 ~Ik •j!2Ik
2 •j2G1~CJ!k~Ik •J!G . ~6!
For each rotational level ( j.1) there are nine hyperfine lev-
els. The hyperfine energy splittings are very small compared
to the rotational splittings.
B. Two-spin formalism
The total wave function can be expanded in eigenfunc-
tions of the total angular momentum Jˆ , i.e., u(F ,l)J ,M J& .
This corresponds to the vector coupling Jˆ 5Fˆ 1 lˆ , where Fˆ is
given by Eq. ~5! and lˆ is the orbital angular momentum of
the atom-molecule system. The transition matrix elements
T j ,F1 ,F ,l; j8F18F8,l8
J ,I1 ,I2 and the related cross sections between hy-
perfine levels are obtained by solving the full set of close-
coupling equations:
\2
2m F d
2
dr2 1k
2
2
l~ l11 !
r2
Gc jF1FlJ ~r !
5 (
j9F19F9l9
V jF1Fl
J; j9F19F9l9c j9F19F9l9
J
~r !, ~7!
with
k25
2m
\2
~E tot2e j ,F1 ,F!, ~8!
TABLE I. Comparison of experimentally ~from Ref. 30! and theoretically
calculated observables ~in cm21) on the different potential energy surfaces.
Data from experiment are available for the ~100! state ~which corresponds to
one excitation in the n1 stretch in N2H1) and the excited intermolecular
stretching (nstretch) and bending (nbend) level.
Rigid ~000! ~100! Expt.
nbend 78.1 88.7 115.4 96.25
nstretch 133.2 147.8 173.1 163.04
Dn 291.8 275.54
B100 0.3599 0.3579
B1001nbend 0.3500 0.3559
B1001nstretch 0.3364 0.3393
D0 2335.7 2369.9 2461.7
De 2518.3 2590.8 2794.5
Re 3.22 3.18 3.10
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where V jF1Fl
J; j9F19F9l9 is the potential matrix element between
states u jF1Fl;JM J& and u j9F19F9l9;JM J& at a fixed total an-
gular momentum J , E tot is the total energy, and e j ,F1 ,F is the
energy of the hyperfine level u j ,F1 ,F&.
Following Corey and McCourt11 for one electronic spin,
the dynamical problem is reduced to solving the spinless set
of close-coupling equations in order to obtain the spinless
transition matrix elements T j ,l; j8,l8
L˜ ,I150,I250
. This is achieved
through noting that the interaction potential is independent of
spin, that the small hyperfine splittings can be neglected in
Eq. ~8!, i.e., approximating e j ,F1 ,F by e j , and through de-
coupling the spin wave functions from the rotational wave
functions. This is done by using any of the following inter-
mediate coupling schemes, with the spinless total angular
momentum L˜ :
~case 1 ! j1l5L˜ , L˜ 1I15L5 , L5 1I25J , ~9!
~case 2 ! j1l5L˜ , I11I25I , I1L˜ 5J . ~10!
Case 1 and case 2 coupling schemes lead to the same expres-
sion of the cross sections. Replacing the wave function by its
expansion in the case 1 coupling scheme:
u~F ,l !J ,M J&5 (
M I2M I1
(
L5 L˜
(
ML5 ML˜
~21 !3I113L
5
1L˜ 1F11F
3~21 !M J1ML5 @L5 #@LL˜ FF1#1/2H l F1 L5I2 J FJ
3H l j L˜I1 L5 F1J S L
˜ I1 L5
M l˜ M I1 2M L5
D
3S L5 I2 JM L5 M I2 2M JD uI1M I1&uI2M I2&uL˜ M L˜ &,
~11!
the potential matrix elements between hyperfine levels are
expressed as a function of the spinless potential matrix ele-
ments by
V jF1Fl
J; j8F18F8l85(
L˜
~21 ! j2 j81F11F18@L˜ #
3@F1F18FF8#
1/25
2 J l F
I1 2 j F1
F18 F8 2 I2
j8 l8 L˜ 2
6 V j ,lL˜ ; j8l8 ,
~12!
where @x#52x11. Equations ~8! simplify to the set of close-
coupling equations describing the collision between a closed-
shell linear molecule and a structureless atom. The full tran-
sition matrix elements T j ,F1 ,F ,l; j8F18F8,l8
J ,I1 ,I2 are related to the
spinless transition matrix elements T j ,l; j8,l8
L˜ ,I1,250 by an expression
similar to Eq. ~12! and the hyperfine cross sections are given
by
s j ,F1 ,F; j8,F18 ,F85
p
k2@F# (J @J#(ll8
uT j ,F1 ,F ,l; j8,F18 ,F8,l8
J ,I1 ,I2 u25
p
k2 (J (ll8
(
L˜ L˜ 8
@JL˜ L˜ 8#@F1F18F8#
35
2 J l F
I1 2 j F1
F18 F8 2 I2
j8 l8 L˜ 2
6 5
2 J l F
I1 2 j F1
F18 F8 2 I2
j8 l8 L˜ 8
6 T j ,l; j8l8L˜ , I1,250~T j ,l; j8,l8L˜ 8,I1,250!* . ~13!
As already pointed out by Stutzki and Winnewisser15 for one
spin, the hyperfine selective cross sections of Eq. ~13! con-
tain not only the absolute squares of rotational transition ma-
trix elements, but also interference terms between different
total spinless angular momenta L˜ . Thus there is no simple
way of relating the hyperfine cross sections directly to pure
rotational cross sections. In the particular case of transitions
from the fundamental level j50, the hyperfine cross sections
are directly proportional to rotational cross sections, since
Eq. ~13! reduces to
s01F; j8F18F85
@F18F8#
@ j8# H F8 I2 F181 j8 F J
2
s0; j8 . ~14!
C. Scattering calculations
We performed the spinless close-coupling calculations
with the MOLSCAT ~Ref. 32! code, using both the rigid and
the adiabatically corrected vNH50 potential energy surfaces.
We kept 11 terms in the angular expansion since the potential
is represented as an 11-point angular expansion. For com-
parison we also calculated cross sections with the gas-
electron model PES ~Ref. 10! projecting out the seven-point
angular PES onto six Legendre polynomials as was done in
Ref. 10. Spline functions were used to interpolate the gas-
electron PES. The reduced mass of the system is
3.517 358 12mu and the rotational constant is B
51.553 97 cm21 ~uncertainty of 1025) deduced from ex-
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perimental and observed values.7,29 The calculations were
carried out using the log-derivative propagator of
Manolopoulos.33 The various propagation parameters were
tested in order to obtain convergence as was done in Refs. 34
and 35. Typically the maximum range was Rmax540 Å with
a step size corresponding to MOLSCAT’s parameter steps
equal to 20 at low energy and 10 otherwise. Only the transi-
tions between the ten lowest rotational levels were calculated
and ten closed channels were needed to obtain convergence
better than 5% on the cross sections. This is due to the deep
potential well, which involves many couplings between open
and closed channels. This strongly influences the resonance
structures. Moreover, it was found that a small change of
1022 cm21 in the rotational constant leads to a variation of
up to 15% in cross sections for some transitions and some
energies in the resonant region. Nevertheless, these varia-
tions are random and should not influence the final rate co-
efficients.
D. Comparison between PES
The inelastic rotational cross sections have distinct be-
havior depending upon the energy range considered: below
150– 200 cm21 there is a resonant regime where cross sec-
tions calculated with the gas-electron model PES ~Ref. 10!
are mostly smaller than the rigid/adiabatically corrected
cross sections. Above 200 cm21 there is a direct scattering
regime where odd D j cross sections calculated with the gas-
electron model PES ~Ref. 10! are larger than ours; the re-
verse is true for even D j transitions. There is no obvious
explanation for the difference in cross sections between the
gas-electron model PES and the adiabatically corrected PES.
This can be checked in Fig. 2 where even and odd D j cross
sections, at E tot5350 cm21, are plotted as a function of the
number of expansion terms Vl . One knows that odd Vl
terms directly couple odd D j states, and that even Vl terms
add coupling between even D j states and increase splitting
between rotational levels. In Fig. 2 we would expect the
addition of the V2 term to decrease odd D j cross sections.
For Vcorr(R ,u;vNH50) the odd D j cross sections have the
opposite behavior, certainly due to higher order coupling
through the very attractive V1 term of the adiabatically cor-
rected PES. Indeed, a study of partial cross sections as a
function of total angular momentum shows that the largest
differences between the gas-electron PES and rigid/
adiabatically corrected PES partial cross sections, originate
from the short to midrange region of the PES. In this region
the rigid/adiabatically corrected V1 , V3 terms are more at-
tractive than the corresponding gas-electron PES terms,
whereas all three V2 terms are rather similar. At long range
the partial cross sections calculated with the gas-electron
model are slightly smaller than the one calculated with the
FIG. 2. Behavior of rotational cross sections (Å2) as a function of the
number of terms (5lmax11) in the potential expansion. Diamonds—j50
→ j51 transition, squares—j51→ j52, triangles—j50→ j52, circles—
j51→ j53. ~a! and ~b! correspond to cross sections calculated with the
present adiabatically corrected vNH50 PES and the gas-electron model PES
~Ref. 10!, respectively.
FIG. 3. Behavior of the elements of @dmn1 (u)#2 of Table I as a function of K .
This reflects the behavior of the Wigner-6 j coefficients of Eq. ~15! as a
function of K . The relation between cos(u) and K is given by Eq. ~18!. Solid
line—m5n , dotted line—um2nu51, dashed line—um2nu52, and long
dashed line—m5n50.
TABLE II. Functions @dmn1 (u)#2.
m n 21 0 1
21 ~11cos u!
2
4
sin2 u
2
~12cos u!2
4
0 sin
2 u
2
cos2 u
sin2 u
2
1 ~12cos u!
2
4
sin2 u
2
~11cos u!2
4
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rigid/adiabatically corrected PES. Figure 2 also shows that
the gas-electron V5 term still influences strongly cross sec-
tions, increasing odd D j cross sections above the one calcu-
lated with the adiabatically corrected PES. Finally we note
that the V1 term of either PES makes a big contribution to
the D j52 cross sections through indirect coupling. This
might explain why there are no strong propensity rules be-
tween odd and even D j pure rotational cross sections.
IV. HYPERFINE PROPENSITY RULES
To discuss the relative magnitude of hyperfine cross sec-
tions, it is convenient to introduce the opacity tensors P j ; j8
K
~Ref. 36! with K the order of the tensor, and to rewrite the
hyperfine cross sections of Eq. ~13! as
s j ,F1 ,F; j ,F18 ,F85
p
k2 @F1F18F8#
3(
K
H F1 F18 KF8 F I2J
2H j j8 KF18 F1 I1J
2
P j ; j8
K
.
~15!
The opacity tensors P j j8
K
contain the entire dynamics of the
collisional system and for a given j→ j8 transition, the larg-
est P j ; j8
K
are the ones with K of the same parity as j1 j8.
They are related to the transition matrix elements:
P j j8
K
5@K#(
ll8
(
L˜ L˜ 8
~21 !2L
˜
2L˜ 8@L˜ L˜ 8#H j j8 Kl8 l L˜ J
3H j j8 Kl8 l L˜ 8J T j ,l; j8,l8L˜ ,I50 ~T j ,l; j8,l8L˜ 8,I50 !*. ~16!
A. Origin of propensity rules
The propensity rules are a consequence of the behavior
of the Wigner-6 j coefficients in Eq. ~15!. Some insight can
be gained by taking the semiclassical limit of the Wigner-6 j
coefficient,37 which is valid when five of the six parameters
are large:
H a b Kb1m a1n 1 J
2
;
1
@ab# @dmn
1 ~u !#2, ~17!
where dmn
1 (u) is the D-Wigner function Dmn1 (0,u ,0), with m
and n taking values 0, 1, or 21. The expressions of
@dmn
1 (u)#2 are listed in Table II with the trigonometric func-
tion cos(u) given by
cos~u !5
a~a11 !1b~b11 !2K~K11 !
2Aa~a11 !b~b11 !
. ~18!
The @dmn
1 (u)#2 elements plotted in Fig. 3 as a function of K ,
give the behavior of the two Wigner-6 j coefficients of Eq.
~15! as a function of K , once setting a5 j , b5 j8, a1n
5F1 , and b1m5F18 or a5F1 , b5F18 , a1n5F , and b
1m5F8.
B. A single nuclear spin
The case of a single nuclear spin is obtained by summing
Eq. ~15! over the final states F8 to obtain
s j ,F1 ; j8F185
p
k2 @F18#(K H j j8 KF18 F1 I1J
2
P j ; j8
K
5
p
k2@F1# (K
P jF1 ; j8F18
K
. ~19!
It has been shown14 using similar considerations that the
largest cross sections obey DF15D j in the case of a single
nuclear spin. It should be noted that this is only true when
P j ; j8
K decrease with K . Indeed Fig. 3 shows that for the
smallest values of K , i.e., K, j8, the largest Wigner-6 j co-
efficients correspond to DF15D j . In the special case DF1
5D j and F15 j , the largest Wigner-6 j coefficients corre-
spond to both the largest and the smallest values of K . The
Wigner-6 j coefficients enhance P j ; j8
K
with intermediate K
values (K around j8) for the transitions DF15D j61, and
enhances the opacity tensors with the largest K values for the
transitions DF15D j62. Therefore the general propensity
rule DF15D j does not always apply at low kinetic energy
where the intensity of the opacity tensors P j ; j8
K does not de-
TABLE III. One-spin cross sections ~in Å2) at 72 cm21 given by Eq. ~19! between all rotational levels j50 to j55. They are calculated with
Vcorr(R ,u;vNH50). For given initial j , F1, and final j8, a bold number indicates the largest cross section among the final F18.
1 2 3 4 5
0 1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6
0 1 3.41 10.23 17.05 3.29 5.49 7.69 3.61 5.05 6.50 3.89 5.00 6.12 5.27 6.44 7.61
0 16.56 4.88 7.67 7.29 3.85 4.53 5.24 4.17 7.86 6.41 4.15 9.37
1 1 6.34 15.39 7.39 4.26 6.72 4.69 3.99 6.53 6.75 4.60 7.82 7.51
2 3.37 7.26 18.49 2.70 4.60 8.37 4.62 5.61 7.04 5.74 6.43 7.75
1 12.38 5.48 8.88 7.47 5.89 10.30 6.07 6.92 7.26
2 2 4.85 13.92 7.96 5.07 9.95 8.65 5.75 6.74 7.77
3 4.87 6.81 15.06 6.33 7.27 10.07 5.13 6.69 8.44
2 12.45 8.07 8.92 8.02 7.92 5.72
3 3 6.66 13.29 9.49 6.64 7.03 8.00
4 5.71 8.08 15.65 4.17 6.98 10.51
3 11.33 9.13 5.45
4 4 7.63 9.28 9.01
5 3.90 7.80 14.22
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crease with K . This is shown in Table III, which gives the
one-spin cross sections obtained with Eq. ~19! at a kinetic
energy of 72 cm21. Figure 4 shows that the opacity tensors
P j ; j8
K for the transition j52→ j55 start to decrease with K
above 200 cm21 only. When the general propensity rule
DF15D j does not apply, the largest cross sections for a
given D j transition and for a given initial value of F1 corre-
spond to the largest degeneracy factor @F18# .
C. Case of two nuclear spins
The two-spin hyperfine cross sections can be rewritten as
a function of pseudotensors P jF1 ; j8F18
K
,
s j ,F1 ,F; j8,F18 ,F85
p
k2 @F8#(K H F1 F18 KF8 F I2J
2
P jF1 ; j8F18
K
,
~20!
with the pseudotensor P jF1 ; j8F18
K
,
P jF1 ; j8F18
K
5@F1F18#H j j8 KF18 F1 I1J
2
P j ; j8
K
. ~21!
Propensity rules can again be derived from the behavior of
the Wigner-6 j coefficient in Eq. ~20! and of the pseudoten-
sors P jF1 ; j8F18
K
. These pseudotensors show the three trends
explained in the preceding section and some examples are
given in Fig. 5 for the transition j52→ j855. As a conse-
FIG. 5. Pseudo-opacity tensors P jF1 ; j8F18
K (Å2) for the transition j52,F1
53→ j55,F1 : ~a! F154, ~b! F155, ~c! F156, with the tensor order K
equal to 3 ~dotted line!, to 4 ~dot-dashed line!, to 5 ~dashed line!, to 6 ~long
dashed line!, and to 7 ~solid line!. K is as well indicated in the figures. They
are calculated with Vcorr(R ,u;vNH50).
TABLE IV. Two-spin hyperfine cross sections ~in Å2) at 72 cm21 given by Eq. ~15! between j52 and j53
calculated with Vcorr(R ,u;vNH50). For given initial F1, F , and final F18, a bold number indicates the largest
cross section among the final F8.
2 3 4
1 2 3 2 3 4 3 4 5
0 9.00 2.32 1.05 1.16 2.31 2.01 0.33 1.21 7.34
1 1 3.29 7.30 1.78 1.48 1.62 2.37 0.71 3.17 4.99
2 0.68 2.58 9.12 1.23 1.85 2.40 3.65 3.18 2.05
1 1.10 1.88 1.87 9.29 0.90 3.73 2.26 4.04 1.66
2 2 1.13 1.51 2.21 1.60 9.88 2.44 2.99 1.56 3.41
3 0.80 1.58 2.47 1.97 2.50 9.44 1.32 2.84 3.80
2 0.13 0.62 4.12 1.96 3.13 1.72 12.29 2.38 0.39
3 3 0.40 1.97 2.49 2.24 1.55 3.02 2.50 10.66 1.90
4 1.89 1.91 1.07 0.95 2.35 3.51 0.34 2.10 12.62
FIG. 4. Opacity tensors P j ; j8
K (Å2) for the transition j52→ j55, calculated
with Vcorr(R ,u;vNH50). The tensor order K is indicasted on the figure.
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quence the propensity rules concerning the DF transitions
are different for each of these trends. The biggest cross sec-
tions are usually found when the two Wigner-6 j coefficients
of Eq. ~12! have the same trends, i.e., ~a! for DF15D j then
DF5DF1 , ~b! for DF15D j61 then DF5DF161, ~c! for
DF15D j62 then DF5DF162.
These relations must be combined both with the range of
allowed values for the quantum number F8 and with the
degeneracy factor @F8# . Tables IV–VI, show that the trends
described above can roughly explain the behavior of the two-
spin hyperfine cross sections for the j52→ j853,4,5 transi-
tions. As a conclusion, the only well defined propensity rule
is DF5DF15D j and calculations are required in order to
obtain the relative intensities of the two-spin hyperfine cross
sections.
The main features of the propensity rules between hy-
perfine cross sections are not qualitatively changed by the
different potential energy surfaces irrespective of the colli-
sion energy. Nevertheless at low energy the ratios of cross
sections between levels differing by the final F8 state only,
can vary quantitatively by a factor of 2 from the gas-electron
PES to the rigid/adiabatically corrected PES. This can be
seen in Table VII and explained by the fact that opacity
tensors vary considerably in the resonant regime from one
potential to another. At high energy ~above 200 cm21) those
ratios are rather similar. This implies that detailed propensity
rules cannot be transferred from one potential energy surface
to another at low energy in the resonant regime.
V. SUMMARY
In the present work excitation cross sections of the two-
spin hyperfine levels of N2H1 by He using the adiabatically
corrected Vcorr(R ,u;vNH50) potential energy surface were
calculated. Preliminary results show that rate coefficients be-
tween 5 and 50 K have differences of 3%–4% between the
rigid and adiabatically corrected coefficients, and around
15%–20% between the gas-electron and the adiabatically
corrected rate coefficients. We did not calculate the excita-
tion cross sections for the Vcorr(R ,u;vNH51) potential, since
it carries little interest for astrophysical applications.
The hyperfine propensity rules in the case of one and
two nuclear spins were considered. It was found that the only
well defined propensity rule is DF5DF15D j and that cal-
culations are required to obtain the relative intensities of the
two-spin hyperfine cross sections. We also demonstrated that
and explained why propensity rules are sensitive to the shape
of the potential energy surface at low energy. At high energy
on the contrary, it could be possible to obtain hyperfine cross
sections with a first potential energy surface PES1 from ra-
TABLE V. Two-spin hyperfine cross sections ~in Å2) at 72 cm21 given by Eq. ~15! between j52 and j54
calculated with Vcorr(R ,u;vNH50). For given initial F1, F , and final F18, a bold number indicates the largest
cross section among the final F8.
3 4 5
2 3 4 3 4 5 4 5 6
0 4.53 1.84 1.11 1.10 2.79 2.00 0.45 1.34 8.51
1 1 2.38 3.51 1.58 1.77 1.56 2.57 0.84 3.84 5.62
2 0.87 2.01 4.60 1.47 2.04 2.38 4.47 3.61 2.23
1 0.79 2.13 2.14 4.61 0.73 4.62 2.39 4.38 1.87
2 2 1.44 1.18 2.44 1.24 6.09 2.63 3.35 1.59 3.71
3 1.21 1.86 1.99 2.67 2.45 4.83 1.64 3.16 3.85
2 0.16 0.85 5.31 1.74 3.48 2.05 7.26 2.39 0.42
3 3 0.61 2.78 2.94 2.65 1.25 3.37 2.48 5.66 1.92
4 2.95 2.29 1.09 1.37 2.75 3.15 0.44 2.10 7.53
TABLE VI. Two-spin hyperfine cross sections ~in Å2) at 72 cm21 given by Eq. ~15! between j52 and j
55. They are calculated with Vcorr(R ,u;vNH50). For given initial F1, F , and final F18, a bold number indicates
the largest cross section among the final F8.
4 5 6
3 4 5 4 5 6 5 6 7
0 3.31 1.57 1.19 1.05 3.27 2.61 0.57 1.86 4.83
1 1 2.01 2.59 1.48 2.02 1.77 3.13 1.16 2.42 3.68
2 0.97 1.78 3.33 1.97 2.44 2.51 2.88 2.53 1.85
1 0.67 2.32 2.76 3.27 0.67 2.80 2.66 3.89 1.23
2 2 1.61 1.33 2.80 1.09 3.96 1.68 3.15 1.53 3.09
3 1.75 2.16 1.83 1.76 1.70 3.28 1.31 2.79 3.67
2 0.18 1.19 3.76 1.72 3.36 1.61 5.78 2.31 0.35
3 3 0.88 1.88 2.37 2.64 0.96 3.09 2.43 4.17 1.84
4 2.32 1.87 0.94 1.25 2.59 2.85 0.45 2.04 5.95
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tios of pure rotational cross sections between PES1 and
PES2, and from hyperfine cross sections calculated with the
second surface, PES2.
We believe that the dynamical calculations presented
here have at least 5% accuracy for the given adiabatically
corrected Vcorr(R ,u;vNH50) PES. Bound state calculations
show that both the Vcorr(R ,u;vNH50) and Vcorr(R ,u;vNH
51) potentials suffer from slight shortcomings if compared
to spectroscopic data. However, there is not enough experi-
mental information to further improve the Vcorr(R ,u;vNH
50) potential, although it would—in principle—be possible
to improve Vcorr(R ,u;vNH51).38 From the above compari-
son with the gas-electron model potential, we can infer that
improvements in the vNH50 PES are likely to give changes
of 5%–10% in some of the cross sections.
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1 1.10 1.88 1.87 9.29 0.90 3.73 2.26 4.04 1.66
2 1.11 1.93 2.21 2.04 13.75 1.51 2.37 1.28 2.54
2 2 1.07 1.65 2.10 1.76 11.86 2.59 3.08 1.43 3.60
2 1.13 1.51 2.21 1.60 9.88 2.44 2.99 1.56 3.41
3 0.81 1.58 2.85 1.17 2.25 13.88 0.88 2.16 3.15
3 0.77 1.50 2.56 2.19 2.76 11.26 1.42 2.96 3.72
3 0.80 1.58 2.47 1.97 2.50 9.44 1.32 2.84 3.80
2 0.13 0.63 2.52 2.22 2.58 1.17 17.21 1.99 0.29
2 0.12 0.59 4.55 2.00 3.20 1.86 14.10 2.31 0.41
2 0.13 0.60 4.51 2.10 3.22 1.85 15.05 2.33 0.41
3 0.41 1.17 1.70 1.84 1.75 2.37 2.52 15.39 1.57
3 3 0.38 2.19 2.69 2.29 1.65 3.13 2.57 12.40 1.86
3 3 0.39 2.17 2.67 2.30 1.72 3.13 2.64 13.28 1.87
4 1.14 1.29 0.84 0.65 1.85 3.47 2.64 2.08 17.14
4 2.09 2.06 1.11 1.03 2.43 3.60 0.35 2.16 14.32
4 2.07 2.05 1.11 1.02 2.44 3.70 0.35 2.22 15.24
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ABSTRACT
Using a recoupling technique with close-coupling spin-free calculations de-excitation rate
coefficients are obtained among hyperfine transitions for He colliding with N2H+. A recently
determined potential energy surface suitable for scattering calculations is used to investigate
rate coefficients for temperatures between 5 and 50 K, and for the seven lowest rotational levels
of N2H+. Fitting functions are provided for the Maxwellian averaged opacity tensors and for
the rotational de-excitation collisional rate coefficients. The fitting functions for the opacity
tensors can be used to calculate hyperfine (de)-excitation rate coefficients among elastic and
inelastic rotational levels, and among the corresponding magnetic sublevels of the hyperfine
structure. Certain dynamical approximations are investigated and found to be invalid.
Key words: molecular data – molecular processes – methods: numerical – ISM: molecules.
1 I N T RO D U C T I O N
Together with HCO+, N2H+ was one of the first molecular ions de-
tected in interstellar space (Thaddeus & Turner 1975). The J = 1− 0
line of this species has been extensively observed towards cold dark
clouds and protostellar cores in order to characterize the physical
conditions of the gas (Bergin et al. 2002; Tafalla et al. 2004; Hotzel,
Harju & Walmsley 2004; Belloche et al. 2002; Caselli et al. 2002).
These observations indicate that N2H+ traces the highest density
regions of dark clouds. Unlike CO and other molecular species, it
seems that N2H+ is less depleted on to dust grain surfaces, which is
probably related to the fact that N2, the chemical precursor of N2H+,
is more volatile than CO and condensates at lower temperatures than
carbon monoxide. In addition, the complex hyperfine structure of
N2H+ always allows at least one of the hyperfine line components
to be optically thin. This allows the study of the innermost regions
of cold dark clouds contrary to the large opacities that affect other
molecular ions such as HCO+ (Cernicharo & Guelin 1987).
The presence of many components in the line profile of the J =
1 − 0 line (and also in higher-J rotational lines) should permit one
to model the physical conditions and the physical structure of the
clouds better than from single line profile observations (HCO+ or
CS for example). However, only very crude estimates have been ob-
tained so far for these parameters due to the lack of collisional rates
between N2H+ and molecular hydrogen (or helium). The observa-
tional data indicate some hyperfine intensity anomalies that could be
due to selective collisional processes or to radiative transfer effects
⋆E-mail: fabien.daniel@obspm.fr (FD); marie-lise.dubernet@obspm.fr
(MLD)
[see Gonzalez-Alfonso & Cernicharo (1993), for the interpretation
of the hyperfine intensities of HCN in dark clouds]. It is clear that in
order to interpret and to model the observations of N2H+, the state-
to-state collisional rates of this molecule with H2 and He are required
by the experimentalists. This information will be even more neces-
sary when ALMA (Atacama Large Millimeter Array) will provide
high angular resolution and high-sensitivity observations of proto-
stellar cores in several rotational lines of N2H+. N2H+ has been
also detected in warm molecular clouds where the lines are broader
and very strong. In these objects only the hyperfine structure due
to the outer N atom could be observed as the splitting produced by
the inner N atom is lower than the intrinsic line width. Neverthe-
less, to correctly model the emerging intensity from N2H+ in these
clouds, astronomers require a complete set of state-to-state colli-
sional rates. From an astrophysical point of view, collisional rates
for N2H+ for kinetic temperatures applying to cold dark clouds and
warm molecular clouds, 5–50 K, are needed.
In a previous paper (Daniel, Dubernet & Meuwly 2004) a new
potential energy surface for the He–N2H+ system has been reported
and the formalism to calculate collisional excitation cross-sections
between N2H+ hyperfine levels and propensity rules among hyper-
fine cross-sections has been discussed in detail. The cross-sections
between hyperfine levels were obtained using a recoupling tech-
nique for the case of two nuclear spins and were expressed in terms
of opacity tensors calculated with a close-coupling (CC) method. In
the present paper we provide the fits to the collisional de-excitation
rate coefficients for rotational transitions among the lowest seven
rotational levels of N2H+ in collision with He, and the fits to the
Maxwellian average of the opacity tensors. The latter can be used
to obtain the de-excitation rate coefficients among hyperfine lev-
els and among magnetic sublevels of the hyperfine structure in the
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temperature range from 5 to 50 K, for both inelastic and elastic rota-
tional transitions. These data are of central interest to the astronomy
community.
This work is structured as follows. Section 2 discusses the hyper-
fine energy levels of N2H+, the methodology used to obtain the rate
coefficients and their analytical representation. Section 3 presents
comparisons between our rotational de-excitation rate coefficients
and those calculated previously, and addresses the issue of the va-
lidity of simpler approaches.
2 M E T H O D O L O G Y
The energy levels of N2H+ are characterized with the quantum num-
bers j , F1 and F, where j is the rotational quantum number, F1 results
from the coupling of ˆj with ˆI 1( ˆF1 = ˆj + ˆI 1) where I 1 = 1 is the
nuclear spin of the outer nitrogen, and ˆF = ˆF1 + ˆI 2 with I 2 = 1
the nuclear spin of the inner nitrogen. F is the only good quantum
number, although the mixing between different j and F1 components
is very small, so that the energy levels are still well characterized
by j and F1. The external nucleus induces the largest splittings be-
cause its coupling constants are larger than those of the internal
nucleus. The hyperfine energy levels can be found by diagonalizing
the molecular Hamiltonian Hmol = B ˆj2 − D ˆj4 + Hcoupling, where B
and D are the rotational and centrifugal distortion constants of the
molecule and H coupling is the effective nuclear coupling Hamiltonian
(Caselli, Myers & Thaddeus 1995; Gordy & Cook 1984):
Hcoupling =
2∑
k=1
{
(eQq j ′ j )k
2Ik(2Ik − 1) j(2 j − 1)
×
[
3(Ik · j)2 + 32 (Ik · j)− I
2
k · j2
]
+ (C j )k(Ik · j)
}
(1)
The eQq j ′ j and Cj coefficients are coupling coefficients which
depend on the moments of inertia of the molecule. They are re-
lated to the electrostatic quadrupolar and magnetic dipolar coupling
Table 1. Energy levels (in MHz) of the hyperfine structure of N2H+ for rotational levels j up to 7.
j F1 F E(MHz) j F1 F E(MHz) j F1 F E(MHz)
0 1 2 0.0000 3 4 4 559030.0476 5 4 5 1397528.1846
0 1 1 0.0000 3 4 5 559030.4957 5 4 3 1397528.1979
0 1 0 0.0000 3 4 3 559030.5533 6 6 6 1956491.9348
1 1 0 93171.6167 3 2 2 559030.6708 6 6 5 1956492.4006
1 1 2 93171.9134 3 2 3 559031.0470 6 6 7 1956492.4368
1 1 1 93172.0484 3 2 1 559031.1749 6 7 7 1956494.0034
1 2 2 93173.4755 4 4 4 931700.6052 6 5 5 1956494.1900
1 2 3 93173.7723 4 4 5 931701.0433 6 7 6 1956494.4822
1 2 1 93173.9626 4 4 3 931701.0673 6 7 8 1956494.5253
1 0 1 93176.2608 4 5 5 931702.5885 6 5 4 1956494.6758
2 2 2 279516.4477 4 3 3 931702.9983 6 5 6 1956494.6989
2 2 3 279516.7030 4 5 6 931703.0686 7 7 7 2608587.5742
2 2 1 279516.7694 4 5 4 931703.0866 7 7 6 2608588.0344
2 3 3 279518.2351 4 3 4 931703.4423 7 7 8 2608588.0970
2 3 4 279518.6326 4 3 2 931703.5023 7 8 8 2608589.6732
2 3 2 279518.7426 5 5 5 1397525.3911 7 6 6 2608589.7877
2 1 1 279519.3252 5 5 4 1397525.8591 7 8 7 2608590.1420
2 1 2 279519.5369 5 5 6 1397525.8665 7 8 9 2608590.2109
2 1 0 279519.7891 5 6 6 1397527.4227 7 6 5 2608590.2628
3 3 3 559028.1346 5 4 4 1397527.7020 7 6 7 2608590.3168
3 3 4 559028.5123 5 6 5 1397527.9114
3 3 2 559028.5682 5 6 7 1397527.9260
constants. Energy levels shown in Table 1 are obtained with new ro-
tational and coupling constants based on the observations of Caselli
et al. (1995) and provided by P. Caselli & L. Dore (private commu-
nication). For each rotational level ( j > 1) there are nine hyperfine
levels. Table 1 gives the hyperfine energy levels with their quantum
labelling.
Hyperfine de-excitation rate coefficients can be obtained from
a Maxwellian average either of the hyperfine de-excitation cross-
sections or from equation (15) of Daniel et al. (2004), namely:
R j F1 F→ j ′F ′1 F ′ (T ) =
1
[F]
∑
K
〈
pi
k2
P Kj F1 F, j ′F ′1 F ′
〉
T
(2)
with [F] = 2F + 1,〈
pi
k2
P Kj F1 F, j ′F ′1 F ′
〉
T
= [F1 F ′1 F F ′]
{
j j ′ K
F ′1 F1 I1
}2
×
{
F1 F ′1 K
F ′ F I2
}2 〈
pi
k2
P Kj j ′
〉
T
(3)
and〈
pi
k2
P Kj j ′
〉
T
=
√
8
µpi
(kB T )−3/2 h¯
2
2µ
×
∫ ∞
0
P Kj j ′ (E)e−E/(kB T ) dE (4)
The Maxwellian average opacity factors 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T can addition-
ally be used to calculate the rotational de-excitation rate coefficients
which correspond to a sum of the 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T over all values of K
respecting the triangulation rules | j ′− j | K  j ′+ j , as well as to
obtain the de-excitation rate coefficients among magnetic sublevels
of the hyperfine energy structure:
R j F1 F MF→ j ′F ′1 F ′MF ′ (T ) =
∑
K
(
F ′ F K
−MF ′ MF MF ′ − MF
)2
×
〈
pi
k2
P Kj F1 F, j ′F ′1 F ′
〉
T
(5)
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Table 2. Coefficients a(n)j→ j ′ (n = 0 to 5) of the polynomial fit (equation 6) to the rotational de-excitation rate
coefficients. The excitation rate coefficients can be obtained by detailed balance.
j j′ anj→ j ′
n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
1 0 −9.931706 3.584804 −15.245108 33.839460 v−39.761834 16.655935
2 0 −9.811589 −5.691305 44.991466 −124.652942 139.711954 − 62.506917
3 0 −9.703441 −6.115553 43.305612 −124.023772 132.667058 − 60.521182
4 0 −10.060580 −0.384860 9.452541 −45.250728 29.831037 − 13.053514
5 0 −9.914293 0.738966 2.475379 −38.456589 7.891508 − 0.783440
6 0 −11.235536 12.801354 −40.272715 25.981939 −58.097044 21.013021
2 1 −9.284383 −5.957078 31.853595 −76.694685 78.369354 − 32.850466
3 1 −9.710740 −5.659005 39.895739 −111.195971 114.754040 − 49.378675
4 1 −9.528845 −5.485833 32.115275 −94.487472 85.008060 − 36.055763
5 1 −10.435428 4.378629 −6.786280 −27.477417 9.199626 − 5.914749
6 1 −10.100113 −0.087679 15.952518 −93.914494 72.194758 − 34.155143
3 2 −8.641272 −12.121146 52.195977 −110.173405 101.011094 − 38.475871
4 2 −10.293658 3.347989 −4.485154 −14.710317 6.387723 − 3.593830
5 2 −10.005844 −1.692313 24.355069 −99.644211 98.894073 − 47.195501
6 2 −10.268921 1.962685 3.468399 −58.655788 35.118357 − 17.186366
4 3 −9.140001 −7.641835 39.265680 −98.746972 100.371910 − 43.118890
5 3 −10.113276 1.028055 5.001249 −41.453097 34.745597 − 17.402125
6 3 −10.530111 5.456132 −14.229747 −13.638065 −4.539801 − 2.022254
5 4 −9.567617 −1.037751 0.211778 −2.149343 −15.493934 9.328017
6 4 −10.536518 6.101161 −20.004927 10.915303 −25.851330 8.086110
6 5 −9.341221 −3.281233 5.684067 −7.346877 −20.243780 14.433165
The Maxwellian average opacity factors are obtained using an
analytical integration, and the opacity factors are interpolated by
straight lines between calculated values. The latter calculations are
carried out over essentially the entire energy range spanned by the
Boltzmann distributions, i.e. up to 400 cm−1 in total energy. The
number of energy points is carefully monitored to correctly repro-
duce all resonances in the opacity factors.
The rotational and hyperfine excitation rate coefficients can
be obtained from the usual detailed balance equation with rota-
tional energy levels calculated from Ej = Bj( j + 1), where B =
1.55397 cm−1 ≡ 46586.85 MHz is the rotational constant used
in Daniel et al. (2004) and with hyperfine energy levels given in
Table 1. It should be noted that hyperfine de-excitation rate coeffi-
cients are completely independent of the hyperfine energy values.
For rapid evaluation, the rotational de-excitation rate coefficients
have been fitted by the analytical form used by Balakrishnan, Forrey
& Dalgarno (1999), Dubernet & Grosjean (2002) and Grosjean,
Dubernet & Ceccarelli (2003):
log10 R( j → j ′)(T ) =
N∑
n=0
a
(n)
j→ j ′ x
n (6)
where x = 1/T 1/3 and where the coefficients a(n)j→ j ′ are provided in
Table 2.
Rather than fitting the hyperfine de-excitation rate coefficients, it
is faster to fit the Maxwellian average opacity factors and to recon-
struct the hyperfine de-excitation rate coefficients with equations (3)
and (2). The Maxwellian average opacity factors are fitted with the
same analytical form:
log10
〈
pi
k2
P Kj j ′
〉
T
=
N∑
n=0
a
(K ,n)
j ′→ j x
n (7)
The coefficients a(K ,n)j→ j ′ are given in Tables 3, 4 and 5 for all transitions
among the seven lowest rotational levels. A fifth-order polynomial
is required to cover the entire range of temperature and to provide a
fitting error better than 0.1 per cent both on rate coefficients and on
average opacity factors. Other analytical functions have been tried
and were not able to reproduce the data as accurately as the chosen
analytical function on the whole range of temperature. These fits are
only valid in the temperature range from 5 to 50 K and they should
not be used for extrapolation.
3 D I S C U S S I O N
3.1 Rotational rate coefficients: comparison
with Green’s results
Up until now the only available rate coefficients for N2H+ excited
by He were pure rotational excitation rate coefficients calculated by
Green (1975), using a gas-electron model for the potential energy
surface (PES). In previous work (Daniel et al. 2004) the influence
of using a state-of-the art potential energy surface to calculate ro-
tational excitation cross-sections was assessed by comparing with
earlier results from Green (1975). The recent PES is well-suited
for scattering calculations because it is extended to short enough
He–N2H+ distances. Its reliability has been assessed by comparing
energies of bound states and rotational constants with experimental
data (Meuwly et al. 1996). Tables 6 and 7 give our calculated rota-
tional de-excitation rates along with the percentage difference from
Green’s values (Green 1975). The percentage differences are larger
for transitions with large  j and varies in the range from a few
per cent to 100 per cent. Overall the new rates are larger for all
transitions and the differences decrease with increasing tempera-
ture. For the low  j transitions, the differences are mainly due
to different resonance features. It is known that the potential en-
ergy surface based on the gas-electron model is not of quantita-
tive accuracy around the potential well. The differences for high
 j transitions are mainly sensitive to the choice of a larger ba-
sis set of rotational channels (including closed channels) in our
computation.
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Table 3. Coefficients a(K ,n)j→ j ′ (n = 0 to 6) of the polynomial fit (equation 7) to the Maxwellian average opacity factors 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T of equation (4). This table
provides coefficients for transitions with j′ up to 2.
j ′ → j K anj→ j ′
n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6
0→ 0 0 0.224652 −11.769989 20.633469 −70.946168 130.897913 −126.442227 48.294301
1→ 0 1 0.317528 −14.817216 34.468780 −117.895704 223.002144 −223.028340 89.615035
2→ 0 2 0.641588 −19.672911 56.582898 −161.796896 256.159507 −229.090602 84.276222
3→ 0 3 0.685694 −20.234173 60.329621 −177.139515 281.579488 −259.800748 95.549266
4→ 0 4 0.315885 −14.914960 30.261682 −92.271336 141.991810 −151.413746 59.048280
5→ 0 5 −0.404248 −3.699048 −38.522972 132.891198 −278.692177 240.603933 −93.411997
6→ 0 6 −0.184607 −8.398788 −5.113934 19.190429 −83.492258 47.924680 −21.165793
0 −0.038028 −7.062341 −6.773341 19.931368 −34.863568 27.207158 −8.876037
1→ 1 1 −0.119958 −10.806060 12.711101 −45.354382 78.920715 −75.193412 29.129175
2 0.143585 −13.415930 28.501958 −96.899688 183.113583 −184.686769 74.510412
1 −0.627344 1.659720 −74.658573 249.777190 −456.507432 419.428387 −158.054778
2→ 1 2 −0.141482 −10.752620 16.350426 −72.559600 153.466935 −173.200292 74.159681
3 0.548207 −19.064565 58.497662 −180.496857 302.421503 −278.299604 103.824031
2 0.012695 −9.634609 −2.999673 14.907227 −33.290774 5.069297 6.066027
3→ 1 3 0.018904 −12.242223 17.897211 −54.285460 77.164114 −79.429947 30.442760
4 0.882992 −22.423706 68.546831 −185.176675 264.560880 −218.657440 71.968269
3 0.919001 −22.181387 65.748444 −179.667170 253.278418 −220.144493 74.411481
4→ 1 4 0.104594 −13.723271 27.933690 −90.233523 136.912539 −140.191992 51.244624
5 −0.534719 −1.470136 −50.913150 163.819194 −303.280610 252.024892 −90.591332
4 −0.430158 −1.947988 −56.366928 206.399909 −432.069736 400.257128 −159.440413
5→ 1 5 −0.011153 −11.612973 13.107418 −34.629007 10.196988 −15.334133 −1.547148
6 −0.219132 −7.857610 −6.128826 15.651229 −51.048931 15.275948 −4.036348
5 −0.202140 −6.492579 −21.724189 84.844327 −216.916271 181.482168 −73.543919
6→ 1 6 0.081935 −13.470045 27.616337 −91.249366 112.854530 −130.409980 44.058768
7 0.579619 −18.567728 48.604497 −131.256114 156.959857 −159.348317 53.648888
0 −0.015458 −7.289588 −3.505112 8.948613 −21.141512 14.227386 −5.339242
1 0.204187 −16.529186 59.812823 −241.371480 494.845639 −521.402093 216.194868
2→ 2 2 0.392767 −15.763637 32.554267 −79.545298 92.751924 −55.718608 8.870803
3 −0.196907 −8.645444 −4.680708 25.267741 −69.138556 71.813460 −30.828878
4 0.750100 −22.069520 75.668372 −225.563151 362.814946 −315.914956 110.840849
1 −1.601704 16.156686 −157.598622 489.154505 −837.476810 727.154184 −262.468543
2 0.269296 −16.587115 50.721086 −179.299116 325.776623 −327.432453 129.059292
3→ 2 3 0.663933 −19.815956 56.666101 −161.537140 245.874196 −219.993251 78.702984
4 0.163877 −14.236849 28.911554 −82.133746 111.379765 −93.991171 28.790659
5 −0.619306 0.621071 −67.318709 223.606258 −406.410223 358.273794 −132.168280
2 −0.008224 −8.490692 −12.257808 49.709914 −119.372019 97.430493 −36.858104
3 −0.135999 −9.153425 −1.577198 2.591092 −22.076777 2.166082 −1.466078
4→ 2 4 0.417724 −15.725771 29.833850 −68.573181 57.117349 −35.817399 2.710510
5 0.036589 −12.043772 16.838365 −52.428612 67.121436 −74.084451 25.791576
6 −0.412643 −4.817803 −24.126276 72.249767 −137.664295 99.125459 −33.393601
3 0.285644 −12.149210 3.440859 22.470664 −122.692628 128.315848 −61.129188
4 0.089440 −12.016651 12.382352 −28.118396 −5.904017 3.474520 −9.838076
5→ 2 5 0.120362 −12.005237 13.664620 −32.206639 2.512658 −6.057165 −5.527252
6 −0.073138 −10.429199 7.252928 −19.376440 −5.637457 −13.553491 2.588218
7 0.723866 −21.624321 72.462009 −218.177508 338.170505 −329.262732 122.502447
4 0.142703 −10.608046 −1.432229 26.073558 −118.648107 94.286172 −41.739736
5 0.000828 −11.691131 17.525660 −65.350650 84.040080 −121.503675 47.579579
6→ 2 6 −0.034823 −11.386331 16.930639 −63.131294 77.139375 −109.723172 40.677520
7 −0.108592 −9.808575 1.887332 1.254130 −61.184357 31.096121 −14.715504
8 −0.264640 −4.659464 −41.621809 162.726624 −366.626342 324.797002 −128.856580
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Table 4. Coefficients a(K ,n)j→ j ′ (n = 0 to 6) of the polynomial fit (equation (7)) to the Maxwellian average opacity factors 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T of equation (4). This
table provides coefficients for transitions with j′ from 3 to 4.
0 −0.087151 −6.088264 −9.643804 26.981575 −54.912255 35.570419 −11.584130
1 −0.603084 −5.583048 5.513822 −116.388505 349.365901 −456.499015 212.511095
2 0.333283 −13.453642 13.632239 −17.249547 −13.045354 18.649942 −10.334200
3→ 3 3 0.100156 −13.496707 30.700192 −115.740507 216.601885 −229.816423 93.525410
4 0.688692 −21.333225 73.297977 −233.462046 398.624594 −378.744781 143.422899
5 0.010386 −11.311673 11.390918 −31.470216 34.544760 −37.211482 12.791459
6 −0.370001 −6.110609 −10.990071 15.148969 −7.830331 −28.845994 19.190886
1 −0.310600 −5.258339 −12.402284 −13.795524 85.295648 −155.174792 75.891451
2 −0.176815 −9.194438 5.128459 −40.579935 85.908095 −121.551560 52.855537
3 0.868394 −23.213608 81.155830 −250.759698 407.118143 −383.235995 142.717153
4→ 3 4 0.248090 −14.775426 31.220503 −91.372804 120.783930 −112.669424 38.051804
5 −0.259699 −5.730353 −27.271089 100.561557 −214.522861 191.319889 −75.124128
6 −0.098593 −9.984892 5.911570 −16.649026 3.135972 −15.899933 4.777226
7 0.561348 −19.660510 62.965269 −190.786178 298.044071 −278.102399 100.723719
2 0.247550 −12.436478 14.704238 −46.149676 51.431643 −71.470704 24.933313
3 0.145239 −13.776378 32.023756 −125.841697 231.370712 −272.177782 113.203866
4 0.164895 −11.834601 7.112760 1.486308 −74.257843 75.471132 −38.585350
5→ 3 5 0.464812 −19.392625 70.281820 −247.866778 432.877221 −439.772591 168.563560
6 −0.043952 −10.821678 11.224992 −37.909143 35.600250 −56.100407 19.840822
7 −0.160588 −8.714283 −5.552758 28.016490 −95.709343 70.094191 −27.438844
8 0.049912 −8.057251 −27.623674 129.011454 −307.276752 289.858039 −119.062637
3 0.209139 −10.713853 −3.516652 32.625253 −125.605710 99.244663 −44.571551
4 0.032458 −11.797069 18.431990 −75.577811 118.269741 −165.527932 67.547510
5 0.059063 −12.030779 19.978004 −71.320132 91.630635 −125.815215 48.497426
6→ 3 6 −0.286365 −7.875011 −2.320053 −11.586336 5.622000 −65.322869 32.757659
7 0.670727 −20.702653 64.813081 −188.746128 246.893824 −221.224678 67.447357
8 −0.097729 −9.546685 −2.245470 17.609292 −93.719829 63.754627 −27.450202
9 −0.505848 −3.713049 −34.734745 105.901607 −219.891595 157.472282 −56.221403
0 −0.005854 −7.284202 −1.203138 −0.635349 −14.640032 −7.793579 4.475816
1 −3.936578 49.536188 −358.249133 1111.311770 -1903.162116 1663.552939 −600.705095
2 0.237601 −16.353759 62.293725 −271.123217 579.685704 −658.982498 286.823506
3 0.564148 −18.611138 51.181314 −149.661204 215.211734 −190.972778 63.462833
4→ 4 4 0.256162 −15.267464 42.789215 −163.668242 315.193189 −350.980600 148.314838
5 0.301331 −16.666618 53.284749 −194.699530 353.807164 −364.546126 143.426363
6 −0.144679 −8.809647 −3.998415 21.840605 −80.715784 74.923023 −33.675155
7 0.082388 −12.733608 21.811753 −65.148168 79.512684 −78.748802 25.785652
8 0.610474 −16.194172 18.803344 −5.450635 −90.802428 121.453960 −60.637595
1 −1.173814 4.097730 −41.710821 −23.504657 286.409932 −524.195664 276.988985
2 −0.165727 −7.386313 −14.947999 45.170183 −107.291560 74.223188 −29.971518
3 −0.013106 −8.541183 −14.835728 69.200628 −181.453187 159.419522 −64.217781
4 0.053023 −12.231169 21.764864 −82.593254 130.912203 −157.330237 62.456776
5→ 4 5 −0.267691 −6.738102 −14.580774 43.528044 −102.301751 65.471503 −24.171627
6 −0.295940 −7.220985 −8.488860 14.874575 −40.269181 −2.175752 5.339309
7 0.499458 −18.328802 51.289978 −144.883119 180.400502 −151.748162 43.672317
8 0.190598 −13.714334 22.500510 −62.239966 59.070261 −64.064385 19.138389
9 −0.624224 −2.132526 −42.665521 123.891024 −228.978328 169.826270 −59.495243
2 −0.366458 −3.333574 −38.164976 110.380698 −206.703003 125.196892 −37.261198
3 −0.607648 −0.561627 −58.611630 192.230451 −388.717753 331.963207 −130.630777
4 0.265992 −14.123106 26.985326 −79.191421 84.569232 −104.085651 35.704623
5 −0.359760 −5.642319 −20.280287 58.396528 −134.330386 74.931443 −23.202565
6→ 4 6 −0.005344 −11.462373 16.353604 −61.488780 75.974960 −112.039211 43.539990
7 0.935947 −26.649654 112.328060 −374.786340 627.658714 −614.175525 229.009740
8 0.461501 −18.818041 61.003486 −199.335822 296.648722 −290.880983 101.444128
9 0.019863 −11.862812 13.828973 −47.366038 43.261747 −77.812739 29.752385
10 1.036214 −27.433607 104.789678 −322.510426 506.698484 −488.893048 179.991988
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Table 5. Coefficients a(K ,n)j→ j ′ (n = 0 to 6) of the polynomial fit (equation 7) to the Maxwellian average opacity factors 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T of equation (4). This table
provides coefficients for transitions with j′ from 5 to 6.
0 −0.012974 −7.110006 −1.675775 1.274181 −29.247058 −0.541101 0.348546
1 −2.034684 23.464533 −213.168333 697.090022 -1285.285288 1186.584314 −459.411996
2 −0.808357 1.969390 −64.462476 178.244162 −295.243157 204.444377 −62.904648
3 0.579834 −19.072525 58.936133 −195.531094 328.480264 −343.729115 135.732008
4 −0.160358 −7.658390 −13.111357 51.100128 −138.657407 118.976591 −51.105172
5→ 5 5 −0.452099 −3.995443 −31.068552 93.679259 −185.270247 129.990942 −42.112548
6 0.064893 −12.776220 26.916781 −102.445638 168.268572 −195.839786 79.627020
7 0.922436 −26.798664 116.890078 −402.079616 702.637534 −681.257397 256.454066
8 0.778920 −24.259008 99.759443 −344.285380 597.714894 −584.137215 219.948596
9 0.197010 −15.129442 37.506312 −133.086762 218.043397 −238.106499 93.489062
10 0.515174 −20.967250 74.696769 −252.997722 432.994790 −440.706474 171.644144
1 −3.966852 47.970394 −320.329078 893.366911 -1378.437101 1027.426350 −316.916255
2 0.132854 −12.494550 23.357566 −101.368725 175.587687 −223.987599 90.749450
3 0.570507 −17.193067 36.824356 −84.754585 53.703036 −43.456120 2.730828
4 −0.684911 0.151313 −59.327805 188.347540 −365.506190 288.359023 −103.511068
5 0.064755 −12.125355 20.295048 −68.840325 79.675122 −106.472559 37.962265
6→ 5 6 −0.632486 −1.234003 −50.536314 161.703600 −326.570804 261.657951 −97.248507
7 −0.203610 −7.953536 −5.040759 −3.668997 −6.044545 −53.088019 26.134637
8 0.881886 −27.940379 134.198294 −497.509680 934.687172 −972.967477 389.744966
9 0.395703 −19.311775 71.891971 −268.530561 481.760350 −514.263216 203.155542
10 0.351195 −17.306100 45.440462 −144.971251 205.890140 −216.040859 76.731516
11 1.736617 −31.231176 94.214683 −220.038623 229.436047 −156.345177 28.143003
0 −0.097197 −5.662817 −10.579469 30.497165 −92.540382 45.935740 −16.653483
1 −3.286006 39.362975 −287.546973 857.017502 -1457.892424 1243.562140 −453.192903
2 0.562380 −18.175065 55.299407 −185.529095 296.218406 −316.227930 120.270611
3 0.377540 −14.392809 20.251752 −36.666775 −25.067002 27.222751 −24.278065
4 −0.613532 −1.375437 −46.371682 141.900131 −279.376774 208.203580 −73.773412
5 −0.009806 −10.305333 4.954184 −7.786333 −47.518668 23.799265 −15.277959
6→ 6 6 −0.179020 −7.727442 −10.679998 30.551092 −92.511917 46.645178 −17.835288
7 −1.494802 12.243631 −135.648924 427.500455 −780.574886 668.448649 −247.813033
8 −1.810009 16.725559 −159.840209 494.275196 −881.169618 745.213665 −270.668470
9 −1.198463 4.481203 −72.236837 178.387775 −272.534861 141.904560 −28.342274
10 0.583481 −21.475097 79.039536 −284.633579 501.863447 −529.566038 208.533669
11 −0.005931 −12.428011 18.256313 −81.118929 135.682699 −189.939754 79.825520
12 −0.444481 −4.710422 −36.483954 118.353163 −258.769728 209.480849 −83.131091
Table 6. Our calculated rotational rates at T= 10 K (in units of 10−12 cm3 s−1). Values in bracket give the percentage difference from Green’s values (Green
1975). The first column gives the initial levels.
0 1 2 3 4 5 6
0 0.00 (0.00) 221.33 (22.46) 81.82 (21.78) 17.36 (23.13) 2.38 (21.80) 0.29 (124.77) 0.02 (142.15)
1 115.44 (22.11) 0.00 (0.00) 118.48 (−1.55) 25.17 (23.94) 3.67 (51.45) 0.49 (73.60) 0.03 (65.47)
2 62.63 (21.75) 173.96 (−1.30) 0.00 (0.00) 66.08 (16.43) 11.02 (24.35) 1.16 (73.31) 0.06 (1.25)
3 36.30 (23.21) 100.96 (23.90) 180.59 (16.44) 0.00 (0.00) 42.44 (16.55) 3.42 (43.67) 0.21 (22.51)
4 23.10 (21.20) 68.38 (51.52) 140.08 (25.35) 197.49 (17.02) 0.00 (0.00) 18.33 (23.52) 1.13 (10.34)
5 21.71 (117.97) 69.29 (74.93) 112.80 (71.85) 121.59 (42.90) 140.18 (23.16) 0.00 (0.00) 9.93 (5.30)
6 22.23 (109.89) 58.28 (62.65) 72.90 (5.82) 91.50 (23.13) 106.30 (9.44) 122.60 (4.88) 0.00 (0.00)
Table 7. Our calculated rotational rates at T = 40 K (in units of 10−12 cm3 s−1). Values in bracket give the relative difference with Green’s values (Green
1975). The first column gives the initial levels.
0 1 2 3 4 5 6
0 0.00 (0.00) 253.47 (15.71) 138.74 (1.20) 89.26 (−1.10) 49.42 (−12.64) 40.56 (61.27) 21.58 (104.01)
1 94.49 (15.07) 0.00 (0.00) 191.63 (−1.85) 99.75 (8.30) 62.38 (8.64) 42.89 (35.22) 22.13 (59.00)
2 38.81 (1.19) 143.78 (−1.65) 0.00 (0.00) 151.01 (−1.49) 93.99 (25.24) 51.58 (30.17) 22.65 (14.58)
3 24.93 (−1.25) 74.75 (8.37) 150.82 (−1.47) 0.00 (0.00) 143.06 (8.16) 62.43 (29.87) 29.52 (23.58)
4 16.78 (−12.80) 56.82 (8.70) 114.11 (25.65) 173.92 (8.42) 0.00 (0.00) 100.00 (5.91) 43.47 (19.01)
5 19.65 (61.17) 55.74 (34.96) 89.37 (30.10) 108.32 (29.77) 142.79 (5.95) 0.00 (0.00) 76.66 (6.77)
6 17.32 (105.70) 47.65 (60.11) 65.00 (15.27) 84.83 (24.64) 102.73 (19.90) 126.67 (6.69) 0.00 (0.00)
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3.2 Hyperfine rate coefficients: comparison
with other methods
In the simplest approach used in astrophysical applications
(Guilloteau & Baudry 1981), it is assumed that the hyperfine
de-excitation rate coefficients are proportional to the degeneracy
(2F ′ + 1) of the final hyperfine level and independent of the ini-
tial hyperfine level. This simple method corresponds to a statisti-
cal reorientation of the rotational quantum number j after collision
(Alexander & Dagdigian 1985) and is not suitable at low temper-
ature as is shown in Fig. 1. Indeed, Fig. 1 shows that for a given
j , F1, F to j ′, F ′1 transition, the relative behavior of hyperfine rate
coefficients among final F′ state changes with temperature and the
highest rate coefficient is not always the one with the highest final
F′ state.
If the average opacity factors 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T decrease for increas-
ing K, the hyperfine rate coefficients should obey propensity rules
given by the behaviour of Wigner-6j coefficients (Daniel et al. 2004),
combined with both the range of allowed values for the quantum
number F′ and the degeneracy factor (2F ′ + 1). At low temper-
atures the decrease of the average opacity tensors is not observed
and their relative magnitude varies with temperature (see Fig. 2).
This explains why the relative ratios of hyperfine rate coefficients
associated with a rotational transition j → j ′ vary with temperature
(see Fig. 1). Calculations are therefore required to obtain the relative
intensities of the two-spin hyperfine rate coefficients. Table 8 gives
an example at T = 20 K of exceptions to the propensity rules due
to Wigner-6j coefficients for the transition j = 4 → j ′ = 3.
The second method widely used is the one employed by Neufeld
& Green (1994) in the case of HCl–He. They used the Infinite Order
Sudden (IOS) formula derived by Corey & McCourt (1983) for one
spin [which is similar to the expression found by Varshalovich &
Khersonskii (1977)]. Similarly, we derive the formula for the case
of two nuclear spins by replacing our CC scattering matrices by IOS
matrices in equation (13) of Daniel et al. (2004) and the IOS rate
1
(j,F
)=
 (4
,4)
1(j’,F’) = (3,2) 1(j’,F’) = (3,3) 1(j’,F’) = (3,4)
F’ = F’1 −1
F’ = F’1 + 1
F’ = F’1
F 
= 
4
F 
= 
3
F 
= 
5
 1e–11
 2e–11
 2e–11
 4e–11
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Figure 1. Hyperfine rate coefficients (in cm3 s−1) as a function of temperature (in K), given by equation (2) from the states ( j , F1) = (4, 4) and F = 3, 4, 5
to the states associated with j ′ = 3, i.e. F ′1 = 2, 3, 4 and F ′ = F ′1 − 1 (black), F ′1 (blue), F ′1 + 1 (green). Each sub-figure corresponds to fixed values of j ,
F1, F , j ′, F ′1. The rate coefficients in dashed lines are the rates expected to be of highest magnitude according to regular propensity rules from the behaviour
of Wigner-6j coefficients.
coefficients among hyperfine levels are :
RIOS( j F1 F → j ′F ′1 F ′)(T ) = [ j j ′F1 F ′1 F ′]
×
∑
K
{
j j ′ K
F ′1 F1 I1
}2
×
{
F1 F ′1 K
F ′ F I2
}2
×
(
j j ′ K
0 0 0
)2
RK (T ), (8)
with the fundamental rates RK(T ) given by :
RK (T ) = RIOS(0 → K ) = [K ]RIOS(K → 0) (9)
These formulae apply the IOS approximation to both the rota-
tional and the hyperfine structure. The following observations might
cast doubt about the validity of this approach in the case of N2H+: (i)
it is known that the IOS approximation breaks down when internal
energy spacings are large compared with the collision energy, which
is certainly the case for the rotational structure at the collision ener-
gies of interest here; and (ii) the He–N2H+ has a very deep potential
well compared to the collision energy and the IOS approximation
has been proved to be invalid (Goldflam, Kouri & Green 1977) in
such a case because of strong couplings to closed channels (Fesh-
bach resonances). Therefore we implemented an improved method
proposed by Neufeld & Green (1994), in which the IOS ‘funda-
mental’ rates RIOS(0→ K ) are replaced by CC ‘fundamental rates’
RCC(0 → K ) in equation (8) and where a scaling relationship is
used. We also tested the two common ways (Green 1985) often
used to obtain de-excitation rate coefficients: either de-dexcitation
rate coefficients are obtained using de-excitation fundamental rates
[K ]RCC(K → 0), or excitation rate coefficients are obtained using
excitation fundamental rates RCC(0 → K ) and de-excitation rates
are obtained using the detailed balance relationship. In both cases
we found that the IOS approximations tend to increase the flux in the
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Figure 2. Averaged opacity tensors 〈pi/k2 P Kj ′ j 〉T as a function of temperature (in K). They do not decrease with K and their relative magnitude vary with
temperature.
Table 8. Hyperfine rate coefficients for the j = 4 → j ′ = 3 transition at T = 20 K. For given initial F1, F, and final
F ′1, a bold number indicates the largest rate coefficients among the final F
′
, an italic number indicates the expected
largest rate coefficients according to propensity rules due to Wigner-6j coefficients behaviours.
2 3 4
1 2 3 2 3 4 3 4 5
3 2 27.69 17.56 8.78 8.78 19.21 27.74 2.74 16.65 57.95
3 3 8.39 28.95 16.69 13.72 15.98 26.03 12.31 29.65 35.39
3 4 3.31 9.75 40.98 15.41 20.25 20.08 35.69 27.85 13.80
4 3 5.04 12.97 20.86 34.25 10.42 29.65 18.00 34.70 21.23
4 4 8.33 11.12 19.42 5.65 48.77 19.89 26.99 12.16 34.78
4 5 9.06 14.45 15.35 17.01 14.27 43.03 13.51 28.46 31.96
5 4 1.35 8.50 33.32 13.05 26.59 17.18 57.65 23.85 5.62
5 5 6.04 15.71 21.42 19.65 9.36 27.81 16.92 48.89 21.31
5 6 15.87 17.35 9.94 8.68 21.75 26.39 3.11 15.84 68.18
F =F1 = j transitions by a factor of 2 and, that this feature is
even stronger when using excitation fundamental rates. It should be
noted that the use of the IOS expression of equation (8) associated
to the fundamental rates RCC(0 → K ) is equivalent to approximate
the 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T given in equation (4) by:〈
pi
k2
P Kj j ′ (IOS)
〉
T
= [jj′]
(
j j ′ K
0 0 0
)2
RCC(0 → K). (10)
These tensors rapidly decrease with K and vanish except if K has
the same parity as j + j ′, which implies that in the sudden limit
the propensity rules are only given by angular algebra. It has been
shown above that due to the presence of resonances, the calculated
CC 〈pi/k2 P Kj j ′ 〉T do not have this straightforward behaviour.
4 S U M M A RY
Helium de-excitation rate coefficients have been determined among
rotational and hyperfine levels of N2H+ using the recoupling tech-
nique of Daniel et al. (2004) with CC spin-free calculations. Two
simple approaches often used to calculate the same quantities in
the absence of hyperfine calculations were assessed. In particular,
the scaled IOS approach (Neufeld & Green 1994) was found to
provide no good estimate of hyperfine propensity rules due to the
presence of Feshbach resonances which is related to the strong at-
traction in He–N2H+. We believe that the scaled IOS approach could
become valid for N2H+ at higher temperature once the resonance
region has a small contribution to the kinetic Boltzmann distribu-
tion. This conclusion can be generalized to the determination of fine
or hyperfine rate coefficients for all collisional systems. Fits of both
the de-excitation rotational rate coefficients and the average opacity
factors are provided, they are only valid in the temperature range
from 5 to 50 K. Fitting coefficients for transitions among rotational
levels up to j = 6 and for hyperfine transitions both among elastic
and inelastic rotational levels up to j = 6, the routine to reconstruct
the various rotational and hyperfine rate coefficients can be obtained
from the authors (M-LD) and will be made available on the website.1
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ABSTRACT
We present large velocity gradient (LVG) and nonlocal radiative transfer calculations involving the rotational and
hyperfine structure of the spectrum of N2H
+, with collisional rate coefficients recently derived by us. The goal of this
study is to check the validity of the assumptions made to treat the hyperfine structure and to study the physical mech-
anisms leading to the observed hyperfine anomalies. We find that the usual hypothesis of identical excitation tem-
peratures for all hyperfine components of the J ¼ 1–0 transition is not correct within the range of densities existing in
cold dense cores, i.e., a few 104 < n(H2) < a few 10
6 cm3. This is due to different radiative trapping effects in the
hyperfine components. Moreover, within this range of densities and considering the typical abundance of N2H
+, the
total opacity of rotational lines has to be derived taking into account the hyperfine structure. The error made when
only considering the rotational energy structure can be as large as 100%. Using nonlocal models, we find that, due to
saturation, hyperfine anomalies appear as soon as the total opacity of the J ¼ 1–0 transition becomes larger than
’20. Radiative scattering in less dense regions enhances these anomalies and particularly induces a differential
increase of the excitation temperatures of the hyperfine components. This process is more effective for the transitions
with the highest opacities for which emerging intensities are also reduced by self-absorption effects. These effects are
not as critical as in HCO+ or HCN, but should be taken into account when interpreting the spatial extent of the N2H
+
emission in dark clouds.
Subject headinggs: ISM: abundances — ISM: clouds — ISM: molecules — line: formation — line: profiles —
molecular processes — radiative transfer
Online material: color figures
1. INTRODUCTION
N2H
+was one of the first molecular ions detected in interstellar
space (Thaddeus & Turner 1975). The J ¼ 1–0 line of this spe-
cies has been extensively observed toward cold dark clouds and
protostellar cores to get some estimates of the physical conditions
of the gas (see, e.g., Bergin et al. 2002; Tafalla et al. 2004; Hotzel
et al. 2004; Belloche&Andre´ 2004;Caselli et al. 2002). These ob-
servations indicate that N2H
+ is a good tracer of the highest
density regions of dark clouds. It seems that N2H
+ is less depleted
onto dust grain surfaces than CO and other molecular species.
This is probably related to the fact that N2, the chemical mother
species of N2H
+, is more volatile and condensates at lower tem-
peratures than carbon monoxide. In addition, the complex hy-
perfine structure of N2H
+ increases the odds of having at least one
optically thin hyperfine line component to probe the innermost
regions of these clouds. Therefore, this species is in principle an
interesting tool to study cold dark clouds. However, one drawback
has been the lack of collisional rate coefficients betweenN2H
+ and
molecular hydrogen (or helium). The observational data indicate
some hyperfine intensity anomalies that could be due to selective
collisional processes or to radiative transfer effects (see Go´nzalez-
Alfonso&Cernicharo 1993 for the analogous case ofHCNhyper-
fine intensities in dark clouds).
For current research, it is clear that astronomers need to know
the state-to-state collisional rates of N2H
+ with H2 and He. This
will be even more necessary for ALMA, due to the much higher
angular resolution and higher sensitivity observations that it
could provide of protostellar cores in several rotational transi-
tions of N2H
+ (up to J ¼ 9–8).
N2H
+ has also been detected in warm molecular clouds (e.g.,
Turner & Thaddeus 1977), where the lines are broader and very
strong. In these objects, only the hyperfine structure due to the ex-
ternal N nucleus could be noticed, as the splitting produced by the
internal N nucleus is lower than the intrinsic line width. Neverthe-
less, in order to correctly model the N2H
+ intensities emerging
from these clouds, astronomers need a complete set of state-to-
state collisional rate coefficients for high temperatures.
A detailed study on molecular ions excitation was carried out
by Green (1975), and a set of collisional rate coefficients for N2H
+
colliding with He was provided. In that work, the rate coefficients
were given for transitions among N2H
+ rotational energy levels.
Recently, Daniel et al. (2005) extended the previous study by
computing a new set of collisional rate coefficients for transitions
among hyperfine energy levels and using a new potential energy
surface. The range of kinetic temperatures is between 5–50 K,
and in a future paper, rate coefficients for temperatures up to 300K
will be provided.
This paper is organized as follows: x 2 is devoted to the spec-
troscopy of N2H
+. In x 3, we present the results obtained with a
large velocity gradient (LVG) model to discuss the treatment of
molecular hyperfine transitions. Comparisons with the cases of
HCN and HCl are made. In x 4, we present results from nonlocal
radiative transfer models applied to N2H
+ for different cloud
structures.
2. SPECTROSCOPY OF N2H
+
The energy levels of N2H
+ are characterized by the quantum
numbers J (rotational quantum number), F1, which results from
the coupling of Jˆ with Iˆ1 (Fˆ1 ¼ Jˆ þ Iˆ1, where I1 ¼ 1 corresponds
to the nuclear spin of the outer nitrogen), and F (Fˆ ¼ Fˆ1 þ Iˆ2,
where I2 ¼ 1 for the inner nitrogen). We have maintained the
1 Department of Molecular and Infrared Astrophysics (DAMIR), Consejo
Superior de Investigaciones Cientı´ficas (CSIC), C/ Serrano 121, 28006 Madrid,
Spain; daniel@damir.iem.csic.es, cerni@damir.iem.csic.es.
2 Observatoire de Paris-Meudon, LERMA UMR CNRS 8112, 5, Place Jules
Janssen, F-92195 Meudon Cedex, France; marie-lise.dubernet@obspm.fr.
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symbols used in Daniel et al. (2004, 2005), except for J. The
external nitrogen nucleus induces the largest splitting, since its
coupling constants are larger than those of the internal nucleus.
Following Gordy & Cook (1984), the hyperfine energy levels
can be found by diagonalizing the molecular HamiltonianHmol ¼
BJˆ 2  DJˆ 4 þ Hcoupling, where B and D are, respectively, the ro-
tational and centrifugal distortion constants of the molecule, and
Hcoupling is the effective nuclear-coupling Hamiltonian. The Ein-
stein coefficients (Au!l) are given by the equation
AJF1F!J 0F 01F
0 ¼
644
2hc3
23JF1F!J 0F 01F 0
J 0
½F
sJF1F!J 0F 01F
0 ; ð1Þ
with the line strengths given by
sJF1F!J 0F 01F
0 ¼ ½F1F
0
1FF
0
J F1 I1
F 01 J
0 1
 2
F1 F I2
F 0 F 01 1
 2
;
ð2Þ
where [x] stands for (2xþ 1) and {.} is the Wigner-6j coefficient.
The values adopted for rotational and coupling constants were
provided by L. Dore (seeDaniel et al. 2004), andwere determined
following the method described in Caselli et al. (1995). We as-
sume a dipole moment for N2H
+ of 3:4  0:2 D, as derived ex-
perimentally byHavenith et al. (1990). It is in excellent agreement
with the value of 3.37 D derived theoretically by Botschwina
(1984). The resulting frequencies and line strengths for the J ¼
1–0 transition are given in Table 1. Figure 1 shows the J ¼ 1–0
hyperfine components together with their labeling. Figure 2 shows
energy diagrams of the J ¼ 1 and J ¼ 0 hyperfine levels and in-
dicates the line strengths of the hyperfine transitions.
Due to hyperfine interactions, there are nine distinct energy
levels for J > 1, seven for J ¼ 1, and three for J ¼ 0. It is worth
noting that the three energy levels in J ¼ 0 are indistinguishable
from a spectroscopic point of view, as their energy splitting is
less than 106 Hz. Thus, although there are actually 15 allowed
hyperfine transitions connecting J ¼ 1 to J ¼ 0, there are only
seven resolved features, usually labeled as: 110–011, 112–012
(112–011 and 012), 111–010 (111–010, 011, and 012), 122–
011 (122–011 and 012), 123–012, 121–011 (121–010, 011, and
012), and 101–012 (101–010, 011 and 012). Hereafter, we refer
to each of the 15 transitions as the ‘‘hyperfine component,’’ and
use ‘‘set of transitions’’ to refer to each group among the seven
groups of blended components, as indicated above.
3. LVG MODELS
3.1. Effect of Collisional Rate Coefficients
To date, two sets of collisional rates are available for the rota-
tional structure of N2H
+, Green (1975) and Daniel et al. (2005).3
The differences between state-to-state-rate coefficients increase
TABLE 1
Data for the Hyperfine Components of the J ¼ 1–0 Transition
(JF1F )u (JF1F )l
Frequency
(MHz) Aul (10
5 s1) sul
110........... 011 93171.617 3.628 0.333
112........... 011 93171.913 0.907 0.417
112........... 012 93171.913 2.721 1.250
111........... 010 93172.048 1.209 0.333
111........... 011 93172.048 0.907 0.250
111........... 012 93172.048 1.512 0.417
122........... 011 93173.475 2.721 1.250
122........... 012 93173.475 0.907 0.417
123........... 012 93173.772 3.628 2.330
121........... 010 93173.963 2.015 0.556
121........... 011 93173.963 1.512 0.417
121........... 012 93173.963 0.101 0.028
101........... 010 93176.261 0.403 0.111
101........... 011 93176.261 1.209 0.333
101........... 012 93176.261 2.016 0.556
Note.—Frequencies, Einstein coefficients (Aul), and line strengths (sul) for
the hyperfine components of the J ¼ 1–0 transition of N2H
+, as given by eq.
(2) (see text). Index u (l ) denotes the initial (final) levels of quantum numbers.
Fig. 1.—Hyperfine transitions associated with J ¼ 1–0 in the optically thin
case. Each resolved frequency is associated to multiple transitions among hy-
perfine levels (see text), and the standard labeling of the lines is indicated.
Fig. 2.—Line strengths of the 15 hyperfine components in J ¼ 1–0 transi-
tion. The thickness of the lines indicates their relative weight compared to the
others. Line strengths are normalized in such a way that summing over all initial
J ¼ 1 levels gives the degeneracy of the final J ¼ 0 levels, i.e., five for
JF1F ¼ 012, three for JF1F ¼ 011, and one for JF1F ¼ 010. Thus, the sum
over all 15 transitions gives the total spin degeneracy.
3 It was incorrectly stated in Daniel et al. (2004, 2005) that the potential
energy surface (PES) used byGreen (1975) was calculated under the electron-gas
approximation. In fact, as explained in Green (1975), the PES was determined
using the self-consistent field approach, which gives accurate results for interact-
ing systems where the charge-induced dipole term is prominent. This is actually
the case for the N2H
+-He system, and explains the agreement between the two sets
of collisional rate coefficients for the transitions among the first rotational levels.
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Fig. 3.—Excitation temperatures (Tex) and opacities () obtained with two different sets of collisional rate coefficients and an LVG code for a temperature of T ¼ 10 K.
Set 1 (solid lines) refers to the latest computed rate coefficients (Daniel et al. 2005), and Set 2 (dashed lines) to the previously available one (Green 1975). Left and right
panels correspond to N2H
+ column densities of, respectively, 1012 and 1013 cm2. A systematic velocity field of 1 km s1 has been assumed for the cloud.
Fig. 4.—Ratio between the opacities of the J ¼ 1–0 (solid lines), J ¼ 2–1 (dotted lines), and J ¼ 3–2 (dashed lines)- rotational lines, R, determined with and
without hyperfine description for three molecules presenting hyperfine structure: N2H
+ (left panels), HCN (central panels), and HCl (right panels). For each molecule,
the column densities are such that, at T ¼ 10 K, opacities of the J ¼ 1–0 lines are (1 0)  0:1, 1, 10, and 100. The column densities are, respectively:
N (N2H
þ) ’ 2:2 ; 1011, 2:3 ; 1012, 2:5 ; 1013, and 2:0 ; 1014 cm2/(km s1 pc1); N (HCN) ’ 3:7 ; 1011, 3:0 ; 1012, 2:5 ; 1013, and 3:4 ; 1014 cm2/(km s1 pc1);
N (HCl) ’ 8:5 ; 1011, 6:9 ; 1012, 7:3 ; 1013, and 7:7 ; 1014 cm2/(km s1 pc1).
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with bothJ and J, as discussed in Daniel et al. (2005). Figure 3
compares opacities and excitation temperatures obtained using the
two different sets in the sameLVGcode. There is agreementwithin
a few percent, and the main differences are largely due to changes
in critical densities. At 10K, the rate coefficients forJ ¼ 1 agree
within 20%, and the critical densities for the radiative lines differ
by a similar factor in the opposite sense. In particular, the rate co-
efficient for the transition J ¼1–0 is 22% higher using the re-
sults of Daniel et al. (2005), and the derived critical density is 22%
smaller. In other words, the recently derived rate coefficients make
this transition thermalized at slightly lower densities.
For densities below 104 cm3, the excitation temperature of the
J ¼ 1–0 line would be very close to the cosmic background tem-
perature, due to the high dipole moment of N2H
+ and the high
critical densities (see Fig. 3). However, for column densities as
low as 1012 cm2 (Fig. 3, left panels), the opacity of the J ¼ 1–0
and J ¼ 2–1 lines would be large enough to produce significant
absorption effects on the radiation emerging from the inner and
denser regions of the clouds. It is difficult to estimate from emis-
sion measurements the abundance of N2H
+ in these low-density
regions. However, by observing the J ¼ 2–1 and J ¼ 3–2 lines,
it may be possible to assess the effect of the external layers of the
cloud on the emerging profiles of the low-J lines of N2H
+, and
thus to indirectly determine the spatial repartition in N2H
+ abun-
dance. This effect will be discussed in detail below.
3.2. LVG Treatment of Hyperfine Transitions
The LVGmodel used for the simulations presented in this work
takes into account all possible collisional and radiative transitions
among hyperfine levels. Nevertheless, it does not account for local
overlap, and in particular, the 15 transitions associated with the
J ¼ 1–0 line are treated independently. In order to check the ef-
fect of the hyperfine structure, we performed calculationswith and
without it for three species, HCl,HCN, andN2H
+. Figure 4 shows,
for the three species, the ratio of the summed opacities of the hy-
perfine components,  (1 0) ¼ i, to the opacity of the un-
splitted rotational transition, R(1–0). This ratio will be referred to
as R ¼ (1 0)/R(1 0). The range of (1–0) explored is 0.1–
100. This figure reveals differences between the two approaches.
Under LTE conditions (large volume density), or in radiative
equilibrium with the cosmic-radiation background (low volume
density), the two approaches lead to the same estimate of the total
opacity, because under these conditions the hyperfine levels are
populated according to the statistical weights
nJF1F ¼
½F
½JI1I2
nJ ; ð3Þ
where [JI1I2] is the total number of hyperfine submagnetic lev-
els for a given rotational quantum number J. Such a population
scheme of hyperfine energy levels occurs when lines are optically
thin or in the domains of low- and high-volume densities, as Ein-
stein (Au!l) and collisional (Cu!l) rate coefficients reduce simi-
larly after summation over initial and final hyperfine levels
X
F1F
0
1
FF 0
½FCJF1F!J 0F 01F 0 ¼ ½JI1I2CJ!J 0 ð4Þ
X
F1F
0
1
FF 0
½FAJF1F!J 0F 01F 0 ¼ ½JI1I2AJ!J 0 : ð5Þ
If n(H2)  AJ!J 0 /CJ!J 0 , both collisional and radiative pro-
cesses compete in populating the energy levels. Figure 4 shows
that, in this case, the excitation processes are less effective in
populating the first excited rotational levels if the hyperfine struc-
ture is considered. Thus, the total population of the fundamental
level J ¼ 0 will be underestimated in a treatment that only includes
the rotational molecular structure. This gives rise to an underesti-
mation of the opacity of the J ¼ 1–0 and J ¼ 2–1 lines, and to an
overestimate of the opacity of the J ¼ 3–2 transition of N2H
+ and
HCN. For HCl, there is always an overestimate of the opacity.
When the hyperfine structure is taken into account, both Einstein
and collisional rate coefficients have the same order of magnitude
as the corresponding values for the rotational structure. Thus, the
amount of radiative de-excitation, in the hyperfine description, is
globally larger for the rotational lines. Then thismakesR increase
with the total opacity of the lines. As opacity increases, the dif-
ferent Einstein coefficients of hyperfine lines lead to different ex-
citation conditions for each hyperfine component, i.e., different
excitation temperatures (see Fig. 7). In addition, in an inhomoge-
neous cloud, hyperfine lines may be excited in regions where other
lines still have low excitation temperatures. This effect is analyzed
in x 4, with the help of nonlocal radiative transfer models.
HCl behaves differently with respect to HCN and N2H
+, due
to its large rotational constant (B  313:0GHz). The first excited
levels are hardly populated at low temperatures. We can roughly
Fig. 5.—Ratio of the brightness temperatures obtained from LTE calcula-
tions (dashed lines) to those from LVG calculation (solid lines) for a tempera-
ture of T ¼ 10 K. The reference transition for both calculations is JF1F ¼
123–012. The abscissa corresponds to the N2H
+ column density (from 1011 to
1016 cm2/[km s1 pc1]), and the ordinate is the volume density n(H2) (10
3
108 cm3). Under LTE, different transitions with the same initial quantum
number F have the same brightness temperature. From top to bottom, the ratios
of transitions with initial quantum number F ¼ 0, 1, and 2 are shown. These are
compared to LVG results for the ratios TB(110–011)/TB(123–012), TB(111–
010)/TB(123–012), and TB(112–012)/TB(123–012). Note that for high densities
[n(H2) > 10
7 cm 3] , i.e., thermalized conditions, dotted (LTE) and solid (LVG)
lines converge.
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estimate the number of rotational levels reached by collisions to
be kBT /hB. Thus, for HCl, most molecules are in the funda-
mental J ¼ 0 level for TK ¼ 10 K and R ’ 1. Although some
discrepancies do appear for R in high-J transitions, the opacities
of these lines are so low at TK ¼10 K that the emerging intensity
is negligible. At low temperatures, a hyperfine treatment of HCl
is thus not necessary.
HCN and N2H
+ have similar rotational constants (44.3 and
46.6 GHz, respectively). For these two species, the excited rota-
tional levels are efficiently pumped by both collisions and radiation.
Hence, the hyperfine structure has to be considered to correctly
derive column densities and abundances. For the J ¼ 1–0 tran-
sition of N2H
+, the error induced in the opacity estimate by ne-
glecting the hyperfine structure varies from 20% (  1) to 100%
(  100).
3.3. J = 1–0 Hyperfine-Brightness Temperature Ratios
Hereafter, we call T iex the excitation temperature of the hyper-
fine component i. LVG calculations show that there are two do-
mains in the estimate of T iex for J ¼ 1–0. When opacities of
individual components are low (iT1), the excitation temper-
ature is the same for all hyperfine components. In this case, the
opacities are proportional to line strengths si : i ¼ si(1 0).
This behavior is similar to what is expected in the LTE regime.
For higher opacities, photon trapping induces different behaviors
for the hyperfine components.
In the LTE approximation, where Tex is assumed to be the same
for all lines, the brightness temperature ratios vary monotonically
with the rotational line opacity:
T iB
T
j
B
¼
1 ei
1 ej
: ð6Þ
Therefore, the brightness temperature ratios will change from
the optically thin case, where they are given by the statistical
weights 1:3:5:7, to unity in the optically thick case. Figure 5
shows the hyperfine ratios, in LTE and non-LTE conditions, of
the different hyperfine transitions with respect to the thickest one,
i.e., JF1F ¼ 123–012. As expected for high densities, the LVG
calculations are coincident with the result of the LTE approxi-
mation. The LVG calculations show that, in a large domain of the
(n(H2),N(N2H
+)) plane, i.e., n(H2) < 10
6 cm3 andN (N2H
þ) >
1012 cm2/(km s1 pc1), the ratios are smaller than expected in
the LTE approximation. Furthermore, ratios below the lower
possible limit predicted under LTE conditions, i.e., 1/7, 3/7, and
5/7, occur when hyperfine levels are not populated according to
their statistical weights. Hence, fitting observational data using the
hypothesis of identical excitation temperatures for all J ¼ 1–0
hyperfine components will lead to an erroneous determination of
the total opacity. From our calculations, it seems that using this
procedure underestimates (1–0).
To discuss the behavior of the ratios, it is convenient to define
an averaged excitation temperature, Tave , using LVG results for
individual rotational lines and their hyperfine components as
Tave ¼ T0= ln 1þ
T0
P
iP
iJi (T
i
ex)
 
; ð7Þ
with T0 ¼ h /kB and (1 0) ¼
P
i.
Figure 6 shows the LVG excitation temperature for all hyper-
fine components of the J ¼ 1–0 transition, divided by Tave. This
figure also shows the ratio of individual hyperfine line opacities
to the expected LTE opacities. Figure 7 shows individual exci-
tation temperatures and opacities for all hyperfine transitions. It
is clear from these figures that the effects are only important for
large column densities, i.e., for large total opacities as discussed
above. Non-LTE effects tend to reduce the spread of the opacities
of the different lines, transferring opacity from the thickest to the
thinnest ones. For the hyperfine transitions associated to J ¼ 1–
0, and from Figures 6 and 7, we find the following trends:
Fig. 6.—Ratio of excitation temperatures and optical depths obtained in the LVG approximation to the corresponding quantities in the LTE limit. The temperature is
T ¼ 10 K, and N2H
+ column densities are 3:9 ; 1012 (left column), 2:5 ; 1013 (center column), and 2:0 ; 1014 cm2/(km s1 pc1) (right column). For each set of
transitions, the opacities  i and the mean excitation temperature T
i
ex are obtained by summing over lines with the same frequencies, and (1–0) and Tave are obtained by
summing over all J ¼ 1–0 hyperfine lines (cf. eq. [7]). Hyperfine sets of transitions are referenced using the standard labeling (see x 2). We see that the variation of the
excitation temperatures is anticorrelated with the variation of the opacities. [See the electronic edition of the Journal for a color version of this figure.]
EXCITATION OF N2H
+. I. MODELS 465No. 1, 2006
286 Annexe G. Artiles a ommite de leture
1. for JF1F ¼ 123–012, T
i
ex > Tave and i < si(1 0);
2. for lines with initial quantum number F ¼ 2, T iex  Tave and
i  si(1 0);
3. for lines with initial quantum number F ¼ 1 or F ¼ 0,
T iex < Tave and i > si(1 0).
We note that the variations of excitation temperatures and
opacities for the different hyperfine components are anticorre-
lated, i.e., an increase of T iex is accompanied by a decrease of  i ,
and inversely (see Fig. 6). This fact suggests that non-LTE ef-
fects mainly induce variations in the population of the JF1F ¼
012 level (the lower energy level in the reference hyperfine tran-
sition) compared to the LTE values. As for moderate and large
opacities, the brightness temperatures T B are less sensitive to
variations in  i than T
i
ex. The non-LTE effects tend to increase T

B
for the JF1F ¼ 123–012 line and induce a decrease of T

B for
lines with initial quantum number F ¼ 0 or F ¼ 1. Thus, for a
given H2 density and N2H
+ abundance, ratios derived in the LVG
approximation are smaller than those obtained under the LTE ap-
proximation (see Fig. 5).
4. NONLOCAL RADIATIVE TRANSFER FOR N2H
+
The LVG calculations discussed in the previous section could
be a reasonable approximation to the emerging N2H
+ intensities
from dark cloudswhen line opacities are low. However, as the line
strengths of the hyperfine components are different, the density
structure of the cloud, radiation scattering, and/or radiative coupling
between different cloud regions could affect the population of N2H
+
energy levels. In order to check the validity of the LVG approx-
imation and the different assumptions made earlier in this paper to
interpret the N2H
+ J ¼1–0 transition, we carried out nonlocal cal-
culations, using the code developed and described by Go´nzalez-
Alfonso&Cernicharo (1993). For the opacity range considered in
this work, the code provides reliable and fast convergence.
We assume a cloud at 160 pc with an angular diameter of 3000,
which corresponds to a radius of 3:6 ; 1016 cm (i.e., 0.023 pc),
and we consider three different sets of models. In the first, we con-
sider a core of uniform density. In the second set, the central core is
surrounded by an envelope with size 3 and 6 times the core size.
Finally, the last set corresponds to a collapsing cloud. In all
models, the turbulence velocity was varied from 0 to 0.4 km s1
by step of 0.1 km s1. Finally, we adopt a kinetic temperature of
10 K in all models.
In all figures related to this section, the ordinate scale is the an-
tenna temperature obtained by convolving the cloud-brightness
temperature with the beam of the 30 m IRAM radio telescope
as follows: half-power beam widths of 2700, 13B5, and 900, beam
efficiencies of 0.76, 0.59, and 0.42, and error beams of 35000,
22000, and 16000 for the J ¼ 1–0, 2–1, and 3–2 lines, respectively.
The error beam is always larger than the size of the dense re-
gions, and thus the energy entering the telescope radiation pat-
tern through the error beam just accounts for a few percent of the
total intensity at most. Moreover, the contribution to J ¼ 1–0
from the extended envelopes surrounding the cores is fully taken
into account by considering the convolution with the beam of the
telescope (main beam and error lobe). The only plots for which
the emerging intensity has not been convolved with the beam
correspond to the two lower right panels of Figure 10. In these
cases, we aim to show the influence of the high-density region
on the excitation of the molecules in the low-density envelope,
and this would have been hidden by performing the convolution
with the telescope beam pattern.
4.1. Uniform Density Cores
For this set of models, the N2H
+ abundance has been varied
from 4 ; 1010 to 6:4 ; 109, and the volume density from 2:5 ;
104 to 4 ; 105 cm3, by multiplicative steps of 4. Figure 8 shows
the emerging line profiles for the J ¼1–0, 2–1, and 3–2 transitions
Fig. 7.—Excitation temperatures, opacities, and brightness temperatures obtained in the LVG approximation at T ¼ 10K for the 15 hyperfine components of the J ¼ 1–
0 line. The columns, from left to right, respectively, correspond to N (N2H
þ) ¼ 2:2 ; 1011, 2:3 ; 1012, 2:5 ; 1013, and 2:0 ; 1014 cm2/(km s1 pc1). These column
densities correspond to J ¼ 1–0 total opacities of, respectively, (1 0)  0:1, 1, 10, and 25. [See the electronic edition of the Journal for a color version of this figure.]
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for all computed densities n(H2) and abundances X(N2H
+). As
expected, the brightness temperature increases with n(H2) due to
collisional excitation, leading to the thermalization of the J ¼
1–0 hyperfine components. We see that the brightness temper-
atures of the J ¼ 1–0, 2–1, and 3–2 transitions are more sen-
sitive to a variation of n(H2) in the range 2:5 ; 10
4 cm3 <
n(H2) < 4 ; 10
5 cm3 than to an increase of X(N2H
+). This can
be understood by looking at Figure 7: in this range of n(H2), the
excitation temperatures increase rapidly. Moreover, for J ¼ 1–0
total opacities below 20, the excitation temperatures depend es-
sentially on the volume density, as radiative trapping effects are
negligible and do not induce significant departure for the dif-
ferent T iex from a single value. Consequently, in the optically
thin case and for a given volume density, the line intensities are
proportional to X(N2H
+) (raw corresponding to n½H2 ¼ 2:5 ;
104 cm3 on Fig. 8). Radiative trapping and line saturation only
become important for large N2H
+ column densities. On Figure 8,
for the J ¼ 1–0 line, and on the panel corresponding to n(H2) ¼
105 cm3, we see that increasing the abundance from 1:6 ; 109
to 6:4 ; 109 modifies the ratio between the JF1F ¼ 101–012
and 121–011 sets of transitions. This change is due to radiative
trapping and entails variations in the T iex for the involved hyper-
fine components. Thus for large opacities, i.e., (1–0) 20, the
excitation temperatures start to be sensitive to X(N2H
+).
One of the main results that can be derived from Figure 8 is
that hyperfine intensity anomalies appear when the N2H
+ abun-
dance is increased. This is similar to the effect found in HCN and
discussed by Go´nzalez-Alfonso & Cernicharo (1993). For total
opacities in the J ¼ 1–0 transition above 10, differential radia-
tive trapping across the cloud starts to affect the relative intensities
of the hyperfine components. Moreover, in an inhomogeneous
cloud, we could expect sensitivity to different spatial extents for
each hyperfine component (see Cernicharo & Gue´lin 1987;
Go´nzalez-Alfonso & Cernicharo 1993). This is even more strik-
ing when considering transitions with the same initial quantum
number F, expected to have the same brightness temperature in
the LTE limit. The most affected hyperfine set of components is
the 121–011 set, which indeed appears weaker than the 101–012
and 111–010 sets (see x 2). A low-brightness temperature for this
set has already been observed (see e.g., Lee et al. 1999; Caselli et al.
1995). We find the general trend TB(111 010)kTB(101 012) >
TB(121 011) and TB(112 012)kTB(122 011). This behavior
originates from differential non-LTE effects in the hyperfine com-
ponents of the J ¼ 0, F1 ¼ 1 levels (F ¼ 0, 1, 2). This is not sur-
prising, as the three transitions from J ¼ 1, F ¼ 1 (F1 ¼ 0, 1, 2)
have different line strengths (see Table 1). The 121–011 transi-
tion mostly depends on the JF1F ¼ 010 level and is indepen-
dent of JF1F ¼ 012, while the 111–010 and 101–012 setsmainly
depend on JF1F ¼ 012. Thus, the 121–011 set weakness, com-
pared to the other two, must be related to an underpopulation of
the JF1F ¼ 012 level that produces higher excitation temper-
atures for the hyperfine lines involving it. As shown in Figure 8,
the effect appears for high abundances, i.e., large opacities, while
for low abundances, the three sets have the same intensities. Hence,
it seems that it is not related to a collisional effect, but to a radiative
one. The sum of the line strengths for lines connecting the J ¼ 1
to the J ¼ 0 level is larger for JF1F ¼ 012 than for the others.
Thus, for large opacities, this level will be more affected by ra-
diative trapping than the others.
For the J ¼ 2–1 and J ¼ 3–2 lines, the effect of the abun-
dance on the hyperfine intensities is similar. Large abundances
lead to larger opacities, differential radiative trapping between
the hyperfine components, and anomalies in the observed line in-
tensities. For these levels, line overlap is really important, as the
hyperfine components are closer in frequency and should be
taken into account in a detailed modeling. In collapsing clouds,
Fig. 8.—Emerging intensities for the J ¼ 1–0 (left panels), J ¼ 2–1 (middle panels), and J ¼ 3–2 (right panels) lines of N2H
+. The cloud has a uniform volume
density, a radius of 3:6 ; 1016 cm, a turbulent velocity of 0.1 km s1, and a kinetic temperature of 10 K. In each box, the line profiles are shown for N2H
+ abundances of
4 ; 1010 (dotted lines), 1:6 ; 109 (gray lines), and 6:4 ; 109 (solid lines). From top to bottom, the three panels for each transition correspond to volume densities,
n(H2), of 2:5 ; 10
4 (bottom panels), 105, and 4 ; 105 cm3 (top panels).
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the velocity field could permit radiative coupling across the cloud
between hyperfine components with different frequencies. This
effect has been found to be extremely important in molecules
such asHCN (Go´nzalez-Alfonso&Cernicharo 1993). In themod-
els shown in Figure 8, we only consider the effects of opacity
for each line, without taking into account population transfer
between levels due to the radiative connection between them.
Hence, the effects shown in this figure for large abundances are
purely due to the line opacities. For the J ¼ 2–1 and 3–2 lines,
the self-absorption induced by the external layers of the cloud is
extremely important. When mapping clouds, the J ¼ 2–1 and
3–2 transitions have little intensity outside the central position.
However, although the excitation temperature of their hyperfine
components could be low for offset positions, their line opacities
are still large enough to produce significant effects on the emerg-
ing profiles toward the densest regions. For example, the model
in Figure 8 with n(H2) ¼ 2:5 ; 10
4 cm3 has low emission for
all lines. However, the opacities are large enough for the stron-
gest hyperfine components of the J ¼ 1–0 and J ¼ 2–1 lines to
produce the above-mentioned effects. Figure 9 shows the opac-
ities of the lines for n(H2) ¼ 10
5 cm3, which roughly agree
with those found in the case n(H2) ¼ 2:5 ; 10
4 cm3 multiplied
by a factor of 4. We see that the opacity of J ¼ 2–1 will be even
larger than that of J ¼ 1–0, and of the order of 0.75/7.5 for the
strongest component and for the lowest /largest abundance of
N2H
+. As shown in Figure 7, the excitation temperatures of the
J ¼ 1–0 hyperfine components vary strongly in the range 104 <
n(H2) < 10
6 cm3. The same will occur for the J ¼ 2–1 and 3–
2 hyperfine components. Consequently, strong absorption will
be produced in the low-density layers of a cloud with a marked
density structure.
4.2. Core/Envelope Clouds
Wehave finally exploredmore complex structures for the cloud
to check the effects quoted above. Figure 10 shows the results for
two different cases. Left andmiddle panels correspond to a simple
core+envelope structure. For the line profiles shown in the left
panels [TK ¼10 K, n(H2)core¼ 4 ; 10
5 cm3, n(H2)env ¼ 4 ;
104 cm3, X (N2H
þ)core=env ¼ 4 ; 10
10, Rcore ¼ 3:6 ; 10
16 cm,
and Renv ¼ 2Rcore], the opacity in the envelope for the J ¼ 1–0
line is very small. The emerging profile is practically coinci-
dent with the one arising from the core. However, the J ¼ 2–1
line is optically thick in the envelope, and important absorption
occurs to the emission from the core. As the opacity of the
different hyperfine components depends on the line strength,
weak lines are not affected (components at extreme negative
and positive velocities), while the central components are much
more affected. The J ¼ 3–2 lines are practically unaffected by
the envelope.
A different situation occurs if the abundance of N2H
+ and/or
the physical size of the envelope increases. The line profiles re-
ported in the middle panels of Figure 10 [TK ¼ 10K, n(H2)core¼
4 ; 105 cm3, n(H2)env ¼ 5 ; 10
3 cm3, X (N2H
þ)core=env¼ 6:4 ;
109, Rcore ¼ 3:6 ; 10
16 cm, and Renv ¼ 6Rcore] show that the
strongest hyperfine components of the J ¼ 1–0 line are strongly
affected by absorption (the effect is similar to the one obtained
in the models shown in the previous section [see Fig. 8], where
absorption occurs in the most external core layers, where the ex-
citation temperature has decreased with respect to the center).
For the J ¼ 2–1 hyperfine lines, the presence of the envelope
dramatically affects the emerging intensities and the shape of the
line. The J ¼ 3–2 line is less affected, since the density in the
envelope is not large enough to pump the J ¼ 2 and J ¼ 3 levels
efficiently. The core also has an effect on the excitation tem-
peratures of the N2H
+ lines in the envelope. The right panels of
Figure 10 show the emerging profile from the envelope at a po-
sition located 3000 away from the center. The top right panel
shows a comparison of the emission from the envelope alone and
the emission obtained when the core is also present and excites
radiatively the N2H
+molecules of the envelope. The intensity of
the J ¼ 1–0 line has increased by a factor of 2. The other two
right panels show the radial intensity distribution (not convolved
with the telescope beam) for the J ¼ 1–0 and J ¼ 2–1 lines (in-
tegrated intensity over all hyperfine components). The ‘‘heating
effect’’ is clearly seen as a significant increase of the integrated-
line intensity, even at distances of 3–4 times the radius of the core.
These effects should be taken into account when interpreting the
radial distribution of N2H
+ from observations of the J ¼ 1–0 line
(which is much easier to detect than the high-J lines in these low-
density regions).
4.3. Collapsing Clouds
Over the past decades, millimeter-wave continuum observa-
tions and star-count analysis (Ward-Thompson et al.1994) have
revealed that the density structure of cold dark clouds consists
of an inner region of nearly uniform density, and an outer region
where the density decreases as rp, with p  2:0–2.5. In this
section, we use this type of density profile with a power law
index p ¼ 2 in order to test the influence of the velocity field on
emerging spectra. Figure 11 shows the profiles of the J ¼ 1–0,
Fig. 9.—Opacities for the J ¼ 1–0 (top panel), J ¼ 2–1 (middle panel), and
J ¼ 3–2 (bottom panel) lines of N2H
+. The cloud has a uniform volume density
of 105 cm3, a radius of 3:6 ; 1016 cm, a turbulent velocity of 0.1 km s1, and
a kinetic temperature of 10 K. The N2H
+ abundance is 4 ; 1010 (dashed lines),
1:6 ; 109 (gray lines), and 6:4 ; 109 (black lines).
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2–1, and 3–2 lines for a 18000 diameter cloud (at a distance
D ¼ 160 pc), with n0 ¼ 4 ; 10
5 cm3, r0 ¼ 20
00, and a uniform
abundance X (N2H
þ) ¼ 2 ; 1010. The velocity fields com-
pared are linear functions of r, with slopes of1.5 km s1 pc1
(the velocity at the outer radius is  0.1 km s1).
In non-LTE conditions, the line-excitation temperatures fol-
low the density profile and, in the present case, decrease out-
ward. Thus, in the case of a linearly decreasing velocity field,
photons emitted at the center of the cloud appear blueshifted for
the molecules at greater radii, which then absorb the red wing of
the central emission (the opposite occurs for a linearly increasing
velocity field). This effect is important if the lines are optically
thick. Thus, in typical interstellar cloud conditions, self-absorption
affects the J ¼ 2–1 transition (see Fig. 9 for the opacities), while
the emerging profiles of the J ¼ 1–0 and 3–2 lines are similar
with and without velocity fields.
In Figure 11, we see that the effect of the infallingmaterial is to
enhance the blue wing of the J ¼ 2–1 central component, which
is self-absorbed in the static model, the red wing of the central
component being reduced by self-absorption. In the case of a
velocity field linearly increasing with r, the opposite occurs, and
emission in the red wing is enhanced. Note that because the
J ¼ 2–1 central component is composed of blended hyperfine
lines with different line strengths (see Fig. 11), changes in the
line profile are not similar with respect to a change in the sign of
the slope.
We also stress that this effect is similar to what happens to ro-
tational lines with large opacity, except that, in the present case,
the J ¼ 2–1 central component corresponds to hyperfine blended
lines of small intrinsic line width. Thus, characteristic features
appear even if the velocity gradient is weak.
4.4. Rate Coefficients
In star-forming regions, the relatively large abundance of H2
makes this species the main colliding partner for other molecules.
Estimated values of the collisional rate coefficients of molecular
species in collision with para-H2( j ¼ 0) can be obtained from
the ones calculated with He as the collision partner. The under-
lying approximation is to consider identical cross section values
for the two colliding systems, and then apply a scaling factor of
1.37 to the rate coefficients in order to correct for the associated
different reduced masses. However, by analogy with the results
obtained on the collision systems involving HCO+ (seeMonteiro
1985), one could expect the cross section values with H2 as a col-
lision partner to be 2–3 times larger than thosewithHe, depending
on the selected rotational transition. As discussed in x 3.1, the
main effect introduced by higher collisional rate coefficients is
to lower the critical density of the rotational lines, which has direct
consequences on the determination of both density and molec-
ular abundance. The hyperfine rate coefficients are also changed
through variations of the ratio of the different P
K
jj 0 (seeDaniel et al.
2004). Indeed, these variations modify the relative importance
of hyperfine rate coefficients among a given rotational line. In
order to assess the influence of such variations, we carried out
calculations where two distinct approximations are employed to
determine the hyperfine rate coefficients. The first consisted of
rate coefficients proportional to the statistical weights of the
final levels of the transitions, and the second was based on the
infinite order sudden approximation ( IOS) (see Daniel et al.
2005). Figure 12 shows the emerging profiles resulting from
the three sets of calculations for a cloud at TK ¼ 10 K, n(H2) ¼
2 ; 105 cm3, and X (N2H
þ) ¼ 5 ; 1010. It is apparent that the
Fig. 10.—Emerging profiles for the J ¼ 1–0, J ¼ 2–1, and J ¼ 3–2 lines of N2H
+ for a core/envelope geometry (left and middle panels). The core has a diameter of
3000 and a density of 4 ; 105 cm3. The envelope has a diameter of 9000/18000 and a density of 5 ; 104/5 ; 103 cm3 for the left and middle panels, respectively. The N2H
+
abundance is 4/64 ; 1010 (left and middle panels). The kinetic temperature is 10 K, and the turbulent velocity is 0.1 km s1 in the core and the envelope. Dotted lines
correspond to transitions emerging from the core alone, while solid lines correspond to those arising from the core+envelope system. The right panels show the
emerging spectrum at an offset position of 3000 (pure envelope emission corresponds to the gray curve). The effect of the radiative excitation in the envelope due to the
photons arising from the core is clearly seen in the two lowest right panels.
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Fig. 12.—J ¼ 1–0, 2–1, and 3–2 emerging profiles (left column) for a cloud at TK ¼ 10 K, n(H2) ¼ 2 ; 10
5 cm3, and X (N2H
þ) ¼ 5 ; 1010. Two approximations
for the hyperfine collisional rate coefficients (see text) are compared to the reference set (black solid line). The first consists of rates proportional to statistical weights
(gray solid lines), and the second is based on the IOS approximation (dashed lines). The right column corresponds to a blow-up of the J ¼ 1–0 hyperfine lines.
Fig. 11.—Emerging profiles for a cloud with different velocity fields: static (black line), increasing linear function (gray line), and decreasing linear function (dotted
line). The lower right panel shows the central lines of the J ¼ 2–1 line, with the positions of the individual hyperfine components indicated by lines proportional to their
line strength.
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relative intensities of J ¼ 1–0 hyperfine lines are similar, and that
the largest difference (15%–20%) is encountered for the thickest
JF1F ¼ 123–012 line. The three sets give the same results for
the thinnest JF1F ¼ 110–011 line. Moreover, the intensity in the
J ¼ 3–2 line associated with the IOS set of collisional rates is
enhanced, compared to the two other sets. This is related to the
high preponderance of theF ¼ F1 ¼ J transitions, which
leads to a more efficient pumping of the high-J levels. Note that
it entails higher Tex for the J ¼ 2–1 hyperfine lines, which re-
duces the self-absorption feature in the main J ¼ 2–1 hyperfine
component. Finally, one would expect the collisional rate co-
efficients calculated with H2 to similarly affect the intensities in
the J ¼ 1–0 line, through variations of the ratio of the opacity
tensors PKjj 0 . Thus, as discussed above, the most important effect
introduced by rate coefficients calculated with H2 would be to
scale all the rate coefficients and thusmodify the density and abun-
dance estimates.
5. CONCLUSIONS
We have used numerical methods in order to investigate the
excitation properties of molecules with a hyperfine energy struc-
ture, focusing especially on N2H
+. Our conclusions are summa-
rized as follows:
1. The hyperfine structure must be taken into account in the
radiative transfer calculations in order to derive the total amount
of molecules present at a given rotational level. When the energy
structure of the molecule is restricted to its rotational energy struc-
ture, high-J levels aremore efficiently populated, and the opacities
of the low-J transitions are underestimated. The error increases
with the column density of N2H
+. Errors as large as a factor of 2
could be induced if the hyperfine structure of N2H
+ is neglected.
2. For the typical temperature of dark clouds, i.e., TK ¼ 10 K,
and n(H2) < 10
6 cm3, the ratio of hyperfine brightness tem-
peratures derived in the LVG approximation are always smaller
than the ones predicted using the LTE approximation. Thus, this
latter method is inadequate to assess densities or column densi-
ties from observed N2H
+ lines for the typical conditions prevail-
ing in such clouds.
3. The assumption of equal excitation temperatures for all
hyperfine components belonging to the same rotational transi-
tion is valid for low opacities and fails for high opacities, due to
radiative processes. For low opacities, we do not find any dif-
ference in the excitation temperatures of the different hyperfine
transitions induced by collisional rate coefficients. Our calcula-
tions indicate that for temperatures in the range 5–50 K, and for
all volume densities, the excitation temperature of these lines will
be identical if the total opacity of the J ¼ 1–0 line is small. We
stress that such collisional excitation effects, often found in the
literature, may not be invoked to explain the intensity anom-
alies reported for N2H
+.
4. Nonlocal radiative transfer results show that the J ¼ 1–0
intensity anomalies arise when the opacity of this line increases.
Moreover, photon scattering in the low-density envelopes affects
the J ¼ 1–0 hyperfine lines differently and tends to reduce the
emerging intensity of the thicker lines, whereas the intensity of
the thinnest lines is not modified by the envelope. Thus, in order
to reproduce the intensities of the J ¼ 1–0 hyperfine lines, the
only valid method is a nonlocal computation of the radiative
transfer.
5. For the typical conditions of cold dark clouds, the J ¼ 2–1
line is a good probe of low-velocity fields. Nevertheless, this tran-
sition is difficult to observe from ground-based observatories, due
to the high opacity of the atmosphere at 186 GHz, although some
work can be carried out in dry weather conditions.
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Abstrat
We present observations of the J=10, 21, and 32 rotational transitions of N2H
+
and N2D
+
towards a sample of prototypial dark louds. The data have been interpreted using nonloal radiative
transfer models. For all soures previously studied through millimeter ontinuum observations, we nd
a good agreement between the volume density estimated from our N2H
+
data and that estimated from
the dust emission. This onrms that N2H
+
depletion is not very eient in dark louds for densities
as large as 10
6
m
−3
, and also points out that a simultaneous analysis based on mm ontinuum, N2H
+
and N2D
+
observations should lead to reliable estimates for the temperature and density struture of
old dark louds.
From multiline modeling of N2H
+
and N2D
+
, we derive the deuterium enrihment in the observed
louds. Our estimates are similar or higher than previous ones. The dierenes an be explained by
the assumptions made on the loud density prole, and by the hemial frationation ourring in the
louds. For two of the observed objets, L183 and TMC2, multiposition observations have allowed
us to derive the variation of the N2D
+
/N2H
+
abundane ratio with the radius. We have found that it
dereases by an order of magnitude for radii greater than a few 0.01 p (i.e. outside the entral ores).
Inside the dense ondensations, the frationation is eient and, ompared to the abundane ratio
expeted from statistial onsiderations based on the osmi D/H ratio, the deuterium enrihment is
estimated to be ≃ 0.10.5 105.
An important result from our observations and models is that the interpretation of deuterated
moleular speies emerging intensities in old dark louds requires spei radiative transfer modeling
beause the exitation onditions for the deuterated speies an be quite dierent from those of the
main isotopologue. Moreover, the use of three rotational lines for N2H
+
and N2D
+
allows to onstrain
the size of the emitting regions for eah speies and to determine aurately the volume density. This
enables to draw a detailed piture of the spatial variation of deuterium enrihment.
Subjet headings: line: formation : proles  moleular proesses  radiative transfer  ISM: louds
: moleules : abundanes  ISM: individual (TMC1, L183)
1. INTRODUCTION
Over the past deades, important eorts have been de-
voted to improve our understanding of the physial on-
ditions in protostellar louds. These studies have en-
abled to draw an evolutionary sequene of the stages
prior to the formation of protostars, through the mor-
phologial, dynamial and hemial harateristis of the
louds. Reent progress in detetion apabilities in the
far infrared, submm and mm windows, have permitted
to onstrain the density distribution of moleular louds
through measurements of dust absorption and emission
(see e.g. WardThompson et al. 1994, 1999). It has been
found that the geometrial struture of old dark louds
is onsistent with an inner region of nearly onstant den-
sity and a surrounding envelope that has a density whih
dereases as a power law. The density distribution thus
obtained is often used as a starting point for moleu-
lar line studies and allows to onstrain the spatial dis-
tribution of the moleules (see e.g. Tafalla et al. 2004).
Moreover, from NH3 inversion lines it has been found
1
Dept. Moleular and Infrared Astrophysis (DAMIR),Consejo
Superior de Investigaiones Cientías (CSIC),C/ Serrano 121,
28006 Madrid. Spain
2
Observatoire de ParisMeudon, LERMA UMR 8112, 5 Plae
Jules Janssen, F92195 Meudon Cedex, Frane.
3
Observatoire de ParisMeudon, LUTH UMR 8102, 5 Plae
Jules Janssen, F92195 Meudon Cedex, Frane.
4
Observatoire de ParisMeudon, UMR 8112
that the louds are nearly isothermal (Benson & Myers
1989; Tafalla et al. 2004). Suh observational onstraints
are of great interest to understand the physial meha-
nisms that drive the ollapse. However, the balane be-
tween gravitational energy and support mehanisms suh
as thermal pressure, turbulene or magnetism is yet to be
understood (Aikawa et al. 2005). Moreover, theoretial
studies predit that the initial onditions strongly aet
the way the ollapse of the loud evolves. In partiular,
time dependent studies, whih ouple both dynamial
and hemial proesses, have shown that moleules an
be used as tools to probe the stage of evolution prior
to the formation of protostars. These studies also pre-
dit that deuterium frationation inreases with time and
that the D/H ratio an reah high values for a variety of
speies (Roberts et al. 2003).
The goal of this work is to put observational onstraints
on the spatial struture of a sample of dark louds
through observations of a late type moleule, N2H
+
, and
of its deuterated isotopologue N2D
+
. These moleules
are well adapted to probe the innermost dense regions of
dark louds due to their high dipole moments and also
beause they are weakly depleted onto dust grains. While
moleular observations are a very powerful tool to derive
the physial and hemial onditions of the gas in these
regions, the interpretation of the observations needs es-
sential informations on moleular physis data, suh as
ollisional rate oeients, line intensities and frequen-
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ies. Moleules often used as tools, like N2H
+
, have been
interpreted so far with rude estimates of these param-
eters. Reently, Daniel et al. (2005) have omputed ol-
lisional rate oeients between N2H
+
and He for the
range of temperatures prevailing in old dark louds and
low mass star forming regions. Daniel et al. (2006) (here-
after referred to as Paper I) have modeled, using these
new rates, the emission of N2H
+
in dark louds. A wide
range of physial onditions has been explored in order to
have a general view of the dierent proesses that ould
lead to the observed intensities of N2H
+
hyperne lines.
Observations are desribed in setion 2. In setion 5
we analyze the exitation proesses ourring for deuter-
ated speies. In setion 3 we present the results obtained
for eah loud and we derive the physial onditions of
the gas as well as N2H
+
and N2D
+
abundanes. The
onlusions are given in setion 5.
2. OBSERVATIONS
N2H
+
and N2D
+
observations were performed during
several observing sessions. Additionally, we make use of
N2D
+
data already disussed by Tiné et al. (2000).
Observations of the N2D
+ J=21 line have been ob-
tained at the IRAM30m telesope (Granada, Spain) in
July 2000 during average weather onditions. The point-
ing was heked regularly on nearby ontinuum soures,
and the fous was heked on small planets. The data
have been taken in frequeny swithing mode, with the
mixers onneted to the versatile, high spetral resolu-
tion, orrelator VESPA. The N2D
+ J=10 data have
been taken in August 2004 when the tuning range of the
3mm mixers was extended to frequenies lower than 80
GHz. Simultaneous observations of N2D
+ J=32 were
performed using two mixers tuned at this frequeny. The
system temperature was ∼ 250 K at 77 GHz and ∼ 500
K at 231 GHz. Partiular are was given to the inten-
sity alibration as the mixer tuning is done without side
band rejetion at these low frequenies. The image side
band gain has been measured on an oset position or a
ontinuum soure for eah objet, and applied during the
data proessing.
Further observations of the J=10, 21 and 32 lines
of N2H
+
and of the N2D
+ J=32 line were arried out
in January 2005 with the IRAM30m telesope. Four
reeivers tuned at the frequeny of these lines were used
simultaneously. Pointing was heked every hour on
ontinuum soures lose to the targets. The relative
alignment of the reeivers was heked with Saturn and
Jupiter and found to be better than 2.0. Our observa-
tions indiate that the osets on the sky from the point-
ing derived with the 3 mm reeiver were 1.0, 2.0 and
1.0 for the 2 mm, 1 mm low frequeny and 1 mm high
frequeny reeivers respetively. Fous was heked at
the beginning and end of eah observing shift. It was
found to be stable for the entire observing run.
The weather was exellent with a typial water vapor
amount above the telesope site of ≃ 1.0 mm, or even
better. Calibration was performed using two absorbers
at ambient and liquid nitrogen temperatures. The ATM
pakage (Cerniharo 1985; Pardo et al. 2001) was used to
estimate the signiant atmospheri parameters for the
observations. The typial system temperatures were 100
K, 1000 K and 250 K at 3, 2 and 1 mm respetively.
The J=21 line was observed in upper side band whih
avoided the possibility of rejeting the image side band
in the 30m reeivers. The large system temperature for
this transition is due to the high opaity of the atmo-
sphere at 186 GHz and to the fat that the frequeny
is at the edge of the tuning range of the reeiver. Cal-
ibration unertainties for the J=10 and 32 lines are
well below 10% (the standard alibration auray under
good weather onditions). However, the J=21 line has a
larger unertainty due the eets ommented above, and,
in order to have an estimate of the alibration auray
we observed the ontinuum emission of Jupiter, Saturn
and Mars at dierent elevations. We have found that the
intensity of the J=21 transition was always ompatible
with the expeted one. However, these double side band
observations of the planets are not very sensitive to the
side band rejetion. Nevertheless, these data allow us to
derive beam eienies for eah frequeny. They are in
exellent agreement with those published for the 30m
IRAM telesope. For some strong soures we observed
several times a referene position and we noted that the
J=21 line intensity had alibration errors up to 20% de-
pending on the elevation of the soure. We onlude that
with the onguration adopted for the 2 mm reeiver, the
upper signal side band has a gain of 0.35 rather than 0.5
(perfet DSB). This fat introdues systemati errors in
the determination of the sky opaities. It is impossi-
ble to estimate the atual error for eah soure. Hene,
for the J=21 line we assume a typial alibration error
of 20%. Nevertheless, most observed J=21 intensities
agree with those expeted from the results of the J=1
0 and 32 lines ( see 3). Only for TMC2, L1489 and
L1251C it has been neessary to orret the J=21 in-
tensities by multipliative fators of, respetively, 0.8, 0.8
and 0.85 in order to have data onsistent with the well
alibrated J=10 and 32 lines.
The observations were performed in frequeny swithing
mode. As all soures have narrow lines, the baseline re-
sulting from folding the data has been removed by tting
a polynomial of degree 2. Figure 1 shows the N2H
+
and
N2D
+
observed lines in seleted soures and Table 1 gives
the position of the observations for the louds whih have
been modeled (see setion 3). The intensity sale is an-
tenna temperature, T
∗
A. In order to ompare the results
of our models with observations, we have to onvolve
with the beam pattern of the 30m IRAM telesope. We
have adopted half power beam widths (HPBW) of 27,
13.5 and 9, beam eienies of 0.76, 0.59 and 0.42, and
error beams of 350, 220, and 160 for the J=10, 21
and 32 lines of N2H
+
. For N2D
+
, we adopted HPBW's
of 32, 17 and 10.5, beam eienies of 0.79, 0.69 and
0.52 and the same error beams as for N2H
+
lines. The
whole data set for all observed soures is shown in Fig-
ures 4 to 16.
3. RESULTS
Over the past deades, mm ontinuum observations
and star ount analysis (WardThompson et al. 1994)
have revealed that the density struture of old dense
ores losely mathes a BonnorEbert sphere, with an
inner region of nearly uniform density and steep outer
edges where the density dereases as r
−p
with p = 2 
2.5. This desription is valid for r < 0.1 p typially,
and at larger sales (0.1  1 p), the density struture of
the outer envelope has been shown to vary from soures
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Fig. 1. Observed J=10, 21, and 32 transitions of N2H+ in the diretion of seleted soures. Ordinate is antenna temperature and
absissa is the VLSR. For eah transition the assigned frequeny orresponds to the one of the strongest hyperne omponent.
Soure α(J2000) δ(J2000) I(K km s−1) r(p) D(p)
L1489 04 04 49.0 26 18 42 1.8 0.039 140
L1498 04 10 51.4 25 09 58 1.5 0.051 140
TMC2 04 32 46.8 24 25 35 2.5 0.061 140
TMC1(NH3)
1
04 41 21.3 25 48 07 2.3 0.040 140
L1517B 04 55 18.8 30 38 04 1.4 0.050 140
L183(C) 15 54 08.7 -02 52 07 2.1 0.044 110
L183(N) 15 54 09.2 -02 49 39 1.8 0.045 110
L43 16 34 35.0 -15 46 36 3.4 0.059 160
L63 16 50 15.5 -18 06 26 2.0 0.057 160
L1251C 22 35 53.6 75 18 55 1.7 0.069 200
TABLE 1
Right asension and delination of the observed soures, assumed distane, integrated intensity of the J=10 line and
half power radius of the models, as obtained by onvolution with the FCRAO antenna beam, for omparison with the
observed values given in Caselli et al. (2002).
1
For this soure, the half power radius and the entral intensity are alulated onsidering only the main emission
omponent.
to soures. For example, Cerniharo et al. (1985) have
found that a shallow density prole, n(r) ∝ r−1/3, is ad-
equate to model the density struture of the envelope of
the TaurusAuriga omplex. In this setion, we use a
density prole whih orresponds to n(r) = n0 for r < r0
and n(r) = n0(r0/r)
2
for r > r0. In order to haraterize
the louds, we determine the value of the entral density,
i.e. n0, and the radius of the inner at region, i.e. r0. For
L1517B, we ompare the results obtained using this den-
sity prole with the phenomenologial density law used
in Tafalla et al. (2004). The observed line proles for
N2H
+
and N2D
+ J=10, 21, and 32 lines are shown
in Figures 4 to 16. In order to model our data we have
found that some additional onstraints were neessary.
In partiular the extent of the emission has been found
to be a ritial parameter to derive physial onditions.
Our data are in most ases related to one single observed
position (exept for L183 for whih we have a map in sev-
eral transitions). Fortunately, some louds presented in
this setion have been mapped in the J=10 transitions
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Fig. 2. Observed radial integrated intensity proles of L1517B, L1498, L1489, L43, L63 and TMC2 ompared to the models.
Observational data are from Caselli et al. (2002) (obtained with the FCRAO antenna) and Tafalla et al. (2004) for L1498 and L1517B
(30m, Pio Veletta). For eah soure, the solid lines refer to the emerging intensities of our modeling (see text). For L1517B, the solid line
orrespond to the density prole used in this work and the dashed one to the prole used in Tafalla et al. (2004).
of N2H
+
by Caselli et al. (2002), Tafalla et al. (2004), and
Crapsi et al. (2005) (In the disussion of the soures, if
not speied, N2H
+
maps refer to data from Caselli et
al. (2002)). For six soures (L63, L43, L1489, L1498,
L1517B, and TMC2) they have reported J=10 inte-
grated intensity versus impat parameter. Thus, we have
heked that the prole of the J=10 integrated intensity
provided by our models was onsistent with those data.
For the other louds, similar data ould not be found in
the literature.
The radiative transfer models aim at reproduing our
J=10, 21 and 32 line intensities and the J=10 radial
emission prole. Observed positions, entral line inten-
sities and adopted distanes to the soures are given in
Table 1. We report in the same table the J=10 emis-
sion half power radius (noted r). This orresponds to
the radius whih enloses half of the J=10 total inten-
sity whih emerges of the loud. The onvolution of the
emerging line intensities with the telesope beam pattern
has been done taking into aount the harateristis of
30m IRAM radio telesope (see setion 2) and those
of the 14m FCRAO antenna. For the latter we have
used a HPBW of 54 at 91 GHz and a beam eieny of
0.51. Nevertheless, the error beam size for the FCRAO
antenna is not known but must be taken into aount.
In our modeling, we arbitrarily assume a size of 180. As
quoted above, the radial intensity prole enables to on-
strain the way density and abundane vary through the
loud. We stress that the density proles determined in
the following setion depend essentially on the observa-
tions of the J=10 line. Hene, an aurate desription
of the radiation pattern of the FCRAO antenna is needed
to obtain the best estimates for the physial parameters
of the louds. We have heked the eet of introduing
dierent error beam sizes for the FCRAO antenna, and
the largest dierenes are obtained when the error beam
is not taken into aount, whih leads to J=10 line in-
tensities 2030% lower for the same physial onditions
and soure struture. This eet ould be ompensated
by inreasing the size of the entral ore, r0, by 510,
dereasing its density, n0, and inreasing the abundane
of N2H
+
in the outer region of the louds.
For some soures, we have inluded infall veloity elds
in order to reprodue the spetral features seen in the
J=21 line. The proles used onsist of a v ∝ r fun-
tion whih orresponds to infalling ores for all soures,
exept for L1517B. Despite the inlusion of these velo-
ity elds, we have observed frequeny osets between the
observations and the models. In table 2, we report the
VLSR determined from our J=10 data, the orretions
to this value for the other lines (VLSR and orretions
are determined by a χ square tting), and the velo-
ity gradient found in the soures. For all of them, we
nd that the J=21 and J=32 lines have VLSR ∼ 30
m s
−1
larger than the VLSR of the J=10 line. This
would be onsistent with the view of a stati ore with
an infalling envelope as the J=21 and J=32 lines arise
from the densest part of the loud. However, we think
that the eet, 20 and 30 kHz for the J=21 and J=32
lines respetively, is within the auray of the labora-
tory frequenies of N2H
+
(see e.g. Amano et al. 2005).
Consequently, the range of model parameters is limited
by the laboratory auray in the frequenies.
3.1. Individual ore properties
In this setion, the loud physial parameters (see Ta-
ble 3), obtained from the modeling of our data, are dis-
ussed. In the following disussion, we use the notation
rD ≡ X(N2D+)/X(N2H+) to refer to the isotopologues
abundane ratio. This quantity diers from the olumn
density ratio (referred to as R ≡ N(N2D+)/N(N2H+)) in
the ase of three louds (L63, TMC2 and the two moleu-
lar peaks in L183) for whih rD has been found to hange
with radius. R represents in all ases an averaged value
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N2H
+
N2D
+
Soure VLSR(J=10) δ vLSR(J=21) δ vLSR(J=32) δ vLSR(J=32) ∆ v (km s
−1
p
−1
)
L1489 6.74 0.02 0.07 0.04 -1.3
TMC2 6.17 0.02 0.01 0.06 -0.9
L183(C) 2.40 0.01 0.04 0.04 -0.2
L183(N) 2.41 .... 0.01 0.06 -0.0
L43 0.74 0.03 0.04 0.01 -0.4
L63 5.73 0.02 0.04 0.03 -0.0
L1251C -4.74 0.02 0.02 0.02 -0.5
L1498 7.80 .... .... .... -0.0
TMC1(NH3) 5.98 .... .... .... -0.8
L1517B 5.78 0.04 .... .... 1.4
TABLE 2
VLSR obtained for the different transitions of N2H
+
and N2D
+
, by minimizing the hi square between observed and
modeled lines. All the values are given in omparison to the VLSR of the J=10 line, i.e. VLSR = VLSR(J=10) + δ
vLSR. ∆ v orresponds to the veloity gradient used in the models. Note that L1517B is the only loud with an
outward gradient.
Soure r0 n0 r1 T X r2 T X r3 T X M(r<2') rD N(N2H
+
) N(N2D
+
) R
L1489 24 5.8 35 8 0.8 65 9 0.8 100 12 0.1 8.2 0.17 7.66 1.30 0.17
L63 23 7.2 20 8 1.4 45 8 0.4 150 15 0.4 13.4 0.64
1
15.48 6.95 0.45
L43 29 9.2 30 8 0.8 60 11 0.4 150 14 0.3 26.2 0.12 14.11 1.69 0.12
TMC1NH3 30 3.5 35 8 1.3 65 12 1.3 175 12 0.1 7.1 0.10 8.91 0.89 0.10
TMC2 60 3.5 40 8 1.1 150 10 0.2 200 13 0.2 22.7 0.73
2
9.42 5.05 0.54
L183(C) 17 8.6 20 8 1.4 40 9 1.4 225 9 2.1 2.9 0.46
3
14.11 5.05 0.36
L183(N) 44 1.4 80 9 2.9 225 9 2.0 ... .. ... 2.7 0.76
4
9.94 1.51 0.15
L1251C 29 5.6 21 7 1.5 150 10 0.2 ... .. ... 31.1 0.14 14.04 1.96 0.14
L1517B (1) 30 1.9 18 8.5 1.6 180 9.5 1.6 ... .. ... 3.9 0.12 7.00 0.84 0.12
L1517B (2) 35 2.0 18 8.5 2.5 180 9.5 2.5 ... .. ... ... 0.25 ..... .... ....
L1498 70 0.94 70 8 2.5 200 10 0.3 ... .. ... 7.6 0.07 8.23 0.57 0.07
TABLE 3
Parameters obtained from the modeling of our observations of N2H
+
lines for the 10 louds studied. The density
profile is desribed as n(H2) = n0 for r < r0 and n(H2) = n0(r0/r)
2
for r > r0. Depending on the soure, we have
introdued 2 or 3 omponents where we varied the N2H
+
abundane and the temperature. The radius of the i
th
omponent is given as ri. Abundanes are given in units of 10
−10
, radii in arse and n0 as 10
5
m
−3
. For eah soure,
the mass enlosed within a radius of 2' is given (in M⊙) as well as the abundane ratio rD = X(N2D
+
)/X(N2H
+
). The
olumn densities are in unit of 10
12
m
−2
and their ratio, R, is given in the last olumn.
1
the quoted abundane ratio is for radii below 10 and is dereased to 0.25 for greater radii.
2
the quoted abundane ratio is for radii below 35 and is dereased to 0.1 for greater radii.
3
the quoted abundane ratio is for radii below 40 and is dereased to 0.05 for greater radii.
4
the quoted abundane ratio is for radii below 10 and is dereased to 0.05 for greater radii.
along the line of sight of the N2H
+
volume density.
3.1.1. L1517B
Modeled lines and observations of the J=10 and J=2
1 transitions of N2H
+
and N2D
+
are shown on gure
3. When omparing the line proles of the two isotopo-
logues, it is important to note the dierenes whih are
introdued by their respetive abundanes, i.e. opai-
ties (see Paper I). We see that the intensity ratio be-
tween the dierent J=10 hyperne omponents are
best reprodued for N2D
+
whih is optially thiner than
N2H
+
. This fat supports the idea that hyperne inten-
sity anomalies are due to radiative eets whih our at
high opaities. For the J=21 lines of the two isotopo-
logues, we see that the main entral emission omponent
is self absorbed for N2H
+
while it is not for N2D
+
. More-
over, as ommented in Paper I, the line prole seen in the
J=21 line of N2H
+
is harateristi of expanding ows.
A detailed study of L1517B has been reported in Tafalla
et al. (2004) where the struture of the loud is derived
from maps of the NH3 inversion line and 1.2 mm ontin-
uum emission. The position we observed orresponds to
the N2H
+
peak intensity given by Caselli et al. (2002),
whih is situated at (+15,+15) of the N2H
+
emission
peak in the higher resolution map reported by Tafalla
et al. (2004). The latter position is also a maximum of
the 1.2 mm emission map. In our models we took into
aount the J=10 and J=32 lines reported by Tafalla
et al. (2004) towards the ontinuum peak. On gure 2,
we ompare the J=10 radial integrated intensity of our
model to the observational data reported in the latter
study.
To haraterize the veloity struture of L1517B, we in-
trodued a linear outward gradient of 1.4 km s
−1
p
−1
for
radii above 20. As pointed out in Paper I, it is rather dif-
ult to onstrain veloity elds from observations of the
J=10 and J=32 lines of N2H
+
, while the larger opa-
ity of the J=21 line enables a better estimate. From
observations of CS emission lines, Tafalla et al. (2004)
derived a value for the outward gradient of 2 km s
−1
p
−1
, for radii larger than ∼ 70. Hene, this veloity
eld is onsistent with their observations of the J=10
and J=32 lines of N2H
+
observed towards the entral
position.
On Figure 2, we ompare the J=10 radial intensities
obtained with two types of density proles. The rst is
the one quoted above (labeled (1) in Table 3) and the
seond orresponds to the phenomenologial prole used
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Fig. 3. Observed and modeled J=10 and 21 transitions of
N2H
+
and J=21 line of N2D+ towards L1517B. The solid line
orresponds to the density prole used in this work and the dashed
one orresponds to the prole used in Tafalla et al. (2004).
by Tafalla et al. (2004) (labeled as (2)). Using the prole
(2), we obtain the same estimate than in the latter study,
i.e. n0 = 2.0 10
5
m
−3
and r0 = 35. Moreover, we see
that with the present observational data, we are rather
insensitive to the exat form of the funtion whih de-
sribes the density variations in the loud, sine the two
density proles give similar results for both line shapes
and the J=10 integrated intensity prole.
Using the two density proles mentioned above, we also
derive dierent estimates for the N2H
+
abundane, i.e.
1.6 10
−10
with (1) and 2.5 10
−10
with (2). In the latter
ase, our estimate is higher by ∼ 70% with respet to
the one obtained by Tafalla et al. (2004), i.e. X(N2H
+
)
= 1.5 10
−10
. The dierene is due to the use of dierent
sets of ollisional rate oeients in eah studies.
We have determined the D/H ratio that allows to re-
produe the J=21 line of N2D
+
for two density proles.
The observed position orresponds to a radius where the
density, as given by prole (2), is a fator 1.5 lower than
the density given by prole (1). Thus, with the former
prole, we derive a higher value for the D/H enrihment,
i.e. rD = 0.25 ompared to 0.12. This points out the
strong dependene on the assumed density in the deter-
mination of rD. For this soure and for the density prole
(1), we derive R = 0.12 whih is a fator 2 higher than
the estimate of 0.06 obtained by Crapsi et al. (2005).
Moreover, it is worth noting that both works agree in
the estimate of N(N2H
+
), i.e. 7 10
12
m
−2
in the present
study ompared to 7.9 10
12
m
−2
. The dierene in the
derived deuterium enrihment omes from the estimates
of N(N2D
+
, i.e. 8.4 10
11
m
−2
ompared to 5.1 10
11
m
−2
.
Benson & Myers (1989) have estimated a mass of 0.33
M⊙ within a radius of 1.4', whih orresponds to a mean
volume density of n(H2)=6 10
3
m
−3
. For the same ra-
dius, we obtain a mass of 2.5 M⊙. On the other hand,
the analysis of emission maps at 850 µm and 450 µm
(Kirk et al. 2005) lead to an estimate of n(H2) ∼ 45 105
m
−3
, in qualitative agreement with the entral density
assessed from our N2H
+
data.
3.1.2. L183
L183 is a well studied objet due to its proximity
(d=110 p). It has a non spherial shape with a north
south axis in the density distribution. Reent studies
point out a omplex hemistry in the loud, with four
main moleular peaks showing harateristis whih are
interpreted as signs of dierent stages of evolution (Dik-
ens et al. 2000). The N2H
+
maximum of intensity is sit-
uated near the densest part of the loud (moleular peak
C). A seondary maximum situated ∼ 3' to the north
(moleular peak N) is also seen in the N2H
+
intensity
map. For this soure, the observed position for moleu-
lar peak C orresponds to the intensity peak as given by
Caselli et al. (2002). It is plaed at (-5,+15) with re-
spet to the peak position of the higher resolution maps
given by Dikens et al. (2000) and Pagani et al. (2005).
Figure 4 shows peak C observations and models of
the J=10, 21 and 32 transitions of N2H
+
, and of the
J=32 transition of N2D
+
. Figure 5 shows the J=10
and 32 lines of N2H
+
and the J=10, 21 and 32 lines
of N2D
+
for peak N. Figures 6 and 7 present maps of the
J=10 and 21 lines of N2D
+
obtained towards peak C,
the latter being obtained with the same data as in Tiné
et al. (2000).
There are a number of studies regarding the dust emis-
sion properties of L183 (e.g. Kirk et al. (2005) at 450
and 850 µm, Juvela et al. (2002), Pagani et al. (2003) at
200µm and Pagani et al. (2005) at 1.2 mm). From these
studies, it seems that the region of moleular peak C is
assoiated with two ontinuum soures FIR1 (south) and
FIR2 (north) separated by ∼ 1.5'. The region of FIR1
and FIR2 orresponds to the maximum extintion and
minimum temperature in the loud (Juvela et al. 2002).
Also, there might be a gradient of temperature in this
region or hanges in the omposition of the grains sine
FIR1 is deteted at 200 and 450 µm but remains unde-
teted at 850 µm. Moreover, the emission peak FIR2 at
850 µm is shifted to the North ompared to that at 200
and 450 µm (Kirk et al. 2005), while the 1.2 mm peak
position is shifted to the South. It is worth noting that
the maxima of the 1.2 mm and N2H
+
maps reported in
Pagani et al. (2005) do not oinide. From this study, it
appears that the maxima of these two maps are shifted
by ∼ 30 and that the H2 volume density reahes 2 106
m
−3
at the position of the 1.2 mm map emission peak.
For simpliity, we have modeled the observations of peak
C assuming that the density enter of our model is at the
position of the N2H
+
emission peak.
For the spetra belonging to peak N, our observations
are o by (+2,-40) with respet to the referene position
given by Dikens et al. (2000). We have assumed in our
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Fig. 4. Observed and modeled J=10, 21 and 32 lines of
N2H
+
and J=32 line of N2D+ towards moleular peak C in L183.
models that the density peak is entered at the position
of our observations whih orresponds to the seondary
maximum in the N2H
+
map.
For peak C, in order to t the observed asymmetry in
the J=21 transition, we have inluded a veloity gra-
dient of ∆v = -0.2 km s−1 p−1. As disussed in Paper
I, this line is sensitive to small veloity gradients, due to
the presene of multiple hyperne omponents in a small
frequeny interval. For peak N, no veloity gradient was
inluded sine, for this position, the observed lines are
insensitive to suh small veloity elds (the J=21 line
was not observed). It is worth noting that the J=21
transition of N2H
+
obtained towards peak C has a peu-
liar shape that is not observed in any other loud of this
present sample. Hene, the abundane prole obtained
for this soure is unique, among all our models, sine we
nd that the best agreement between models and obser-
vations is obtained by inreasing the abundane at large
radii.
For the two peaks, we obtain similar N2H
+
abun-
danes, but dierent density proles: peak C is more
dense and entrally peaked than peak N. For the former
position, our density estimate is onsistent with that ob-
tained from submm observations, i.e. n(H2) = 10
6
m
−3
Fig. 5. Observed and modeled J=10 and 32 lines of N2H+
and J=21 and 32 lines of N2D+ for the moleular peak N in
L183.
(Kirk et al. 2005).
In order to model the N2D
+
map shown in Figures
6 and 7, the relative abundane has been set to rD =
0.46 for radii below r ∼ 0.021 p. For larger radii, the
relative abundane is lowered to 0.05. Note that this de-
rease in abundane is neessary to reprodue the line
shapes as it redues the selfabsorption indued by the
external layers of the loud, in the J=21 main ompo-
nent of N2D
+
. On the ontrary, the main omponent of
the J=21 transition of N2H
+
is strongly selfabsorbed
and is better reprodued by inreasing the N2H
+
abun-
dane at the outermost radii. Sine our model onsiders
spherial geometry while the morphology of the loud is
extended along a NorthSouth axis, we have failed to
reprodue the J=21 transition for the whole map. In-
deed, one an see in Figure 6 that the observed spetrum
at the (+30,-10) position is a fator 2 weaker than the
one at the (-10,+30) position. Hene, the intensities
are well reprodued for delinations between δ = -10
and +10 but are underestimated along the NorthSouth
axis. Compared to previous studies, we nd a olumn
density ratio of R = 0.36 whih is in good agreement
with the results of Tiné et al. (2000), i.e. R = 0.33, and
higher than the value obtained by Crapsi et al. (2005),
i.e. R = 0.22.
From the observations towards peak N, we obtain val-
ues for the deuterium enrihment of rD = 0.76 for radii
below 5 10
−3
p and 0.05 above. Note that the radius
whih enloses the entral Drih region is determined
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Fig. 6. Map and modeled lines of the J=21 transition of N2D+ orresponding to moleular peak C in L183. The referene position
of the map is reported in table 1 and orresponds to the N2H
+
and N2D
+
observations shown on gure 4. On the right side of the main
map, the map of integrated intensity is reported with ontour levels going from 20% to 90% of the map peak intensity, by step of 10%.
Note that the aspet ratio between right asension and delination is respeted on the right map and show the SouthNorth extent of the
loud.
Fig. 7. Map and modeled lines of the J=10 transition of
N2D
+
orresponding to the moleular peak C in L183.
from a single position analysis. Beause the angular size
of this entral region is intermediate between the HPBW
of the J=10 and 32 lines of N2D
+
, (32 and 10 re-
spetively), the J=32 line is favored ompared to the
J=10 one. In order to better onstrain the variation
of the D/H ratio with radius, observations at dierent
positions are needed. For peak N, we derive a olumn
density ratio of R = 0.15 .
3.1.3. TMC2
Fig. 8. Observed and modeled lines for two positions toward
TMC2. At the position of the N2H
+
map peak are shown the
J=10, 21 and 32 lines of N2H+ and the J=32 line of N2D+.
For the oset position, are shown the J=10 line of N2H+ and the
J=21 line of N2D+.
In the present study, we report N2H
+
and N2D
+
ob-
servations for two positions towards TMC2 whih are
separated by ∼ 40. Figure 8 shows the J=10, 21
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Fig. 9. Models for the J=10, 21 and 32 line of N2H+ and
for the J=32 line of N2D+ observed in TMC1(NH3). The upper
right panel is a blowup of the low frequeny hyperne triplet in
the J=10 line, with the seond emission omponent indiated.
and 32 observed lines of N2H
+
, and the J=32 line of
N2D
+
for the entral position. For the (-33,-23) posi-
tion, N2H
+ J=10 and N2D
+ J=21 lines are shown.
Figure 2 shows the J=10 radial integrated intensity of
the model ompared to observational data from Caselli
et al. (2002).
This soure has been mapped in many moleular lines
(e.g. C
18
O, DCO
+
and H
13
CO
+
by Butner et al. (1995),
H
13
CO
+
by Onishi et al. (2002) and C
18
O by Onishi et
al. (1996)) as well as in 1.2 mm ontinuum emission by
Crapsi et al. (2005). Large sale visual extintion maps
overing the whole region are reported by Cerniharo et
al. (1984, 1985). Contrary to other louds, N2H
+
and 1.2
mm maps seem to be unorrelated: while the N2H
+
peak
has a bright 1.2 mm emission ounterpart, there are sev-
eral maxima in the 1.2 mm map whih do not orrespond
to any N2H
+
peak. In this work, we derive an average
entral volume density of n(H2) ∼ 3.5 105 m−3, whih is
in good agreement with the value of 3 10
5
m
−3
derived
from the analysis of the 1.2 mm emission. However, this
value is higher than the estimates obtained from other
moleular speies. The disrepany partly arises from a
dierent spatial loation of the moleules (see the map
of C
18
O reported by Crapsi et al. (2005) and the map
of H
13
CO
+
of Onishi et al. (2002)). On the other hand,
N2H
+
and NH3 lines (Myers et al. 1979) seem to arise
from the same region and an average volume density of
2.5 10
4
m
−3
was derived from the latter moleule. Sim-
ilar values for the average density are given in Butner et
al. (1995), based on C
18
O and DCO
+
lines. Neverthe-
less, higher density estimates have been obtained using
H
13
CO
+
(Onishi et al. 2002). The map of this moleule
shows that two emission maxima are loated within the
NH3 map orresponding to regions of average volume
density ∼ 105 m−3.
From NH3 lines, the mass enlosed within a radius of
3.6' has been estimated to be ∼ 16 M⊙, and from C18O
lines (Onishi et al. 2002), the mass enlosed within 7.8'
is estimated to be ∼ 50 M⊙. The density prole given in
table 3 orresponds to enlosed masses of 50 M⊙ and 121
M⊙ for the same radii. We stress that the value adopted
for r0 is the most important parameter to derive the mass
of the loud and, in order to obtain similar values than
those quoted above and using the same entral density,
we would have to adopt a value of r0 ∼ 35. Adopting
suh a small value for r0 does not allow to reprodue the
J=10 radial integrated intensity.
To reprodue the N2D
+
spetra obtained towards the
two positions, we have dereased the abundane ratio by
a fator 7 at radii > 0.024 p. It is worth noting that
a single position analysis enables to reprodue indepen-
dently eah one of the two N2D
+
spetra, assuming a
onstant value for rD. For the entral position, suh an
analysis leads to a ratio of rD ∼ 0.25. For this soure,
Crapsi et al. (2005) reported a olumn density ratio R
= 0.11 . As found for other soures, we obtain a sim-
ilar estimate for N(N2H
+
) than in Crapsi et al. (2005)
(i.e. 9.4 10
12
and 9.9 10
12
m
−2
), and the dierene in
R arises from a dierent estimate for N(N2D
+
). Among
the louds studied in both works, this soure is the one
with the largest dierene in the estimated olumn den-
sity ratio.
3.1.4. TMC1(NH3)
Figure 9 shows observations of N2H
+
and N2D
+
to-
wards two positions separated by ∼ 35. The referene
position is given in table 1 and the seond position is
loated at (-35,+9). Towards both positions, two ve-
loity omponents are identied in the observations of
the J=10 line of N2H
+
. In order to model the faintest
omponent, we have simply added the ontribution of
two emitting regions. This way of omputing the emerg-
ing spetra is motivated by the fat that the dierene
in the VLSR of the two omponents is larger than the
linewidth: the determined VLSR are 5.98 km s
−1
and
5.68 km s−1, the former being the most intense one.
For both positions, the faintest veloity omponents have
been determined to be similar.
The TMC1 ridge is known to have a omplex veloity
struture with a veloity gradient of ∼ 0.2 km s−1, per-
pendiular to the major axis of the ridge (Olano et al.
1988) , and ores at dierent VLSR for the same line of
sight. Partiularly, two omponents at ∼ 5.6 km s−1 and
6.0 km s−1 have been identied around the yanopolyyne
peak (Tölle et al. 1981). Also, around the ammonia peak,
two possible omponents at VLSR ∼ 5.9 km s−1 and 5.3
5.4 km s−1 are reported by Hirahara et al. (1992) from
observations of C
34
S transitions, the latter being identi-
ed as a low density ore. The two VLSR omponents
identied in this work are also seen in SO observations
(Lique et al. 2006).
As for the previous soures, we obtain a higher den-
sity estimate than in previous studies based on the emis-
sion from other moleules. See for example the detailed
analysis of the density struture along the TMC1 ridge
reported by Pratap et al. (1997). At the position of the
N2H
+
peak (ammonia referene position), the density is
estimated to be ∼ 105 m−3 from the analysis of several
HC3N lines. Note that the struture of the yanopolyyne
peak has been probed through interferometri observa-
tions (Langer et al. 1995). It has been found that the
ore of the loud onsists of several high density onden-
sations (n(H2) ∼ 3 105 m−3) with diameters ranging
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Fig. 10. Observed and modeled J=10 line of N2H+, and the
J=10 and 21 lines of N2D+ towards L1498.
from 10 to 30, whih are embedded in a lower density
medium. This result was further onrmed by Tóth et
al. (2004) who analyzed ISOPHOT images.
From the J=21 line of N2D
+
, we derive rD ∼ 0.10 for
the ammonia referene position, whih is in good agree-
ment with the value of 0.08 reported by Tiné et al. (2000).
3.1.5. L1498
Figure 10 shows the J=10 line of N2H
+
, and the J=1
0 and 21 lines of N2D
+
. L1498 is a nearby moleular
loud loated in the Taurus omplex. This loud has
been observed in H2CO (Young et al. 2004), CS (Tafalla
et al. 2004) and N2H
+
(Tafalla et al. 2004; Shirley et
al. 2005) and its physial properties have been derived
from ISOPHOT observations (Langer et al. 2001) and
millimeter observations (Shirley et al. 2005).
As for L1517B, a detailed study of L1498 has been done
by Tafalla et al. (2004), and we have used this work as a
starting point for our models. The position we observed
in this soure is at (+10,0) of the 1.2 mm emission peak.
In our model, we have assumed that the enter of the den-
sity prole orresponds to the ontinuum peak. Figure 2
shows the J=10 radial integrated intensity ompared to
the observational data reported by Tafalla et al. (2004).
As noted in that study, a derease of the abundane in
the outer envelope is needed to reprodue the J=10 ra-
dial intensity prole. Otherwise, the intensity would be
overestimated at large radii.
The values we have derived for the density and for
the N2H
+
abundane are onsistent with those found
by Tafalla et al. (2004). As for L1517B, we derive a
higher abundane than in the latter study (X(N2H
+
)=
2.5 10
−10
ompared to 1.7 10
−10
). This is related to
the use of dierent ollisional rate oeients and den-
sity proles in eah study. Moreover, we derive the same
entral density, but with a smaller value for r0 due to
the dierent analytial expressions of the density prole.
Nevertheless, the entral density reported in this work
Fig. 11. Observed and modeled J=10, 21, and 32 lines of
N2H
+
and J=10 and 32 lines of N2D+ towards L63.
Fig. 12. Observed and modeled J=10 lines of N2D
+
for ve
position towards L63.
is higher than what is usually found for this loud. For
example, Shirley et al. (2005) reported a density ∼ 13
10
4
m
−3
from ontinuum observations at 350 µm, 850
µm and 1.2 mm.
The value we have found for the olumn density ratio,
i.e. R = 0.07, is larger by a fator two than the one
reported by Crapsi et al. (2005).
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Fig. 13. Observed and modeled J=10, 21, and 32 lines of
N2H
+
and J=32 line of N2D+ towards L43.
3.1.6. L63
Figure 11 presents the J=10, 21 and 32 lines of
N2H
+
and the J=10 and 32 lines of N2D
+
. Figure 12
shows a 5 points map of the J=10 transition of N2D
+
(the referene position is given in table 1). Figure 2 om-
pares the J=10 radial integrated intensity of the model
to observational data reported by Caselli et al. (2002).
In order to simultaneously reprodue the J=10 and
32 lines of N2D
+
, a step in the isotopologues abundane
ratio has been introdued, this ratio varying from ∼ 0.6
in the inner 10 to ∼ 0.2 at greater radii. Note that the
extent of the enrihed region favors the intensity in the
J=32 line ompared to the J=10 line (see disussion
of L183). L63 has been mapped in NH3 (Benson & My-
ers 1989) , N2H
+
and CO (Snell 1981) as well as at 800
µm and 1.3 mm ontinuum emission (WardThompson
et al. 1994, 1999). The intensity peak of both the on-
tinuum emission and N2H
+
maps are found at the same
position. The entral density and break radius obtained
in this work (n0 = 7.2 10
5
m
−3
, r0 = 0.018 p) are in ex-
ellent agreement with the orresponding values derived
by WardThompson et al. (1999) from the analysis of
1.3 mm emission (n0 = 7.9 10
5
m
−3
, r0 = 0.017 p).
In omparison to the results derived by Benson & Myers
(1989) from NH3 observations, the prole determined in
this work orresponds to a more massive loud (within
2.4', 8 M⊙ from NH3 ompared to 16.5 M⊙ from N2H
+
).
Suh a disrepany seems to be present all soures we
have modeled.
For this soure, we have introdued a radial variation
of the temperature, going from 8 K in the inner part to
15 K in the outer envelope. This is onsistent with pre-
vious works where the temperature has been estimated
to be 8 K in the inner 40 (ontinuum, WardThompson
et al. (1999)), 9.7 K inside 2.4' (NH3, Benson & Myers
(1989)), and 15 K within 8' (CO, Snell (1981)). Suh an
inrease of the temperature in the outer regions of louds
is expeted due to heating of the gas and dust by osmi
rays.
3.1.7. L43
Figure 13 shows the J=10, 21 and 32 lines of N2H
+
and the J=32 line of N2D
+
, and Figure 2 presents
the J=10 radial integrated intensity from the model
ompared to the observations reported by Caselli et al.
(2002).
The dense ore of L43 is omposed of one main on-
densation with a lamentary extent at the SouthEast.
This ore is assoiated with the Ttauri star RNO91 lo-
ated 1.5' West. As pointed out by WardThompson et
al. (1999), the initial loud might be forming multiple
stars, RNO91 being the rst to have appeared. From 1.3
mm ontinuum emission, WardThompson et al. (1999)
found an average entral volume density of ∼ 2 106 m−3
within a radius of r0=0.018 p, at whih a steeper slope
is reahed. The density prole we have determined is less
entrally peaked (i.e r0 = 0.022 p, n0 = 9.2 10
5
m
−3
)
but leads to the same estimate of the enlosed mass in
the loud: we obtain masses of 1.1 and 8.2 M⊙ within,
respetively, 22 and 51. This latter radius orresponds
to the geometri average of the FWHM major and minor
axis quoted by WardThompson et al. (1999) at a dis-
tane of 160 p. Our results are in exellent agreement
with the estimations of 1.2 and 8.2 M⊙ of the latter work.
3.1.8. L1489
Figure 14 presents the J=10, 21 and 32 lines of
N2H
+
and the J=32 line of N2D
+
. Figure 2 shows the
J=10 radial integrated intensity ompared to observa-
tional data obtained by Caselli et al. (2002). Our obser-
vation of the J=10 line shows asymmetrial line wings
with an enhaned red wing that we failed to reprodue
in our models. Thus, the integrated intensity shown on
Figure 2 is underestimated in the model by omparison
to observational data.
This soure belongs to the Taurus omplex and is as-
soiated with the low mass YSO, IRAS 04016+2610 sit-
uated ∼ 1.2' to the West. The NH3 map shows one main
ondensation of radius ∼ 0.07 p with a peak intensity
shifted ∼ 1' North of the N2H+ peak. Benson & Myers
(1989) estimated the temperature to be 9.510 K and the
main ondensation mass to be around 1.62.1 M⊙, whih
is lower than our estimate of 6.5 M⊙. On the other hand,
observations of HCO
+
lines performed by Onishi et al.
(2002) have shown that two ondensations are lying in
the NH3 emitting region. These lumps have a low spa-
tial extent (r = 0.018 and 0.016 p ) and orrespond to
dense ores with masses ∼ 1 M⊙.
3.1.9. L1251C
Figure 15 shows the J=10, 21 and 32 lines of N2H
+
and the J=32 line of N2D
+
.
L1251C is a dense ore belonging to a region of ative
stellar formation in the Cepheus omplex. Large sale
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Fig. 14. Observed and modeled J=10, 21 and 32 lines of
N2H
+
and J=32 line of N2D+ towards L1489.
studies of this region are reported for
13
CO and C
18
O by
Sato et al. (1992) and for NH3 by Tóth et al. (1996). As
for the other louds, we have determined a higher density
from our N2H
+
data ompared to that obtained from
analysis based on other moleular speies. This results in
a larger mass estimate for the loud. In previous studies,
masses of 5 M⊙ within 62 (Tóth et al. 1996) and 56 M⊙
within 300 (Sato et al. 1992) have been obtained. In this
work, we derive masses of 13 and 87 M⊙ respetively.
3.2. Disussion
For all soures where the J=10 line of N2D
+
was ob-
served, we have been able to obtain models whih re-
produe the observed hyperne intensity ratios. On the
other hand, it is often more diult to obtain suh a
good agreement when trying to model the J=10 hy-
perne line intensities of N2H
+
. For this moleule, a
number of studies have reported intensity anomalies for
the J=10 hyperne transitions (see e.g. Caselli et al.
1995). Between the two isotopologues, the main dier-
ene is due to optial thikness. Indeed, when omparing
the observations of the J=21 lines of N2H
+
and N2D
+
,
we see that, for most soures, we observe self absorption
features in the J=21 main entral omponent of N2H
+
while not for N2D
+
. Thus, this fat supports the idea
that hyperne intensity anomalies are due to radiative
eets suh as sattering in the low density regions of
the louds. Hene, the lower opaity of the J=10 line
of N2D
+
ompared to N2H
+
explains why suh intensity
anomalies are not observed for the deuterated isotopo-
logue.
Fig. 15. Observed and modeled J=10, 21 and 32 lines of
N2H
+
and J=32 line of N2D+ towards L1251C.
For most soures, we nd a better agreement between
models and observations using a N2H
+
abundane whih
varies with radius. The N2H
+
abundane is enhaned
in the entral region in all models, exept for L1517B
and for moleular peak C in L183. For L183, the best
agreement with observations is found by introduing an
inrease of the N2H
+
abundane in the outer envelope.
This ould indiate a real trend for this soure but, on
the other hand, it must be onrmed with a more preise
desription of the morphology of the loud, as previously
disussed. Note that these two louds are the less massive
in our sample (see table 1). For all the other louds for
whih we have obtained enlosed masses greater than
5 M⊙ within 2', the N2H
+
abundane dereases in the
outermost regions.
Compared to previous studies, we have derived lower
N2H
+
abundanes despite the fat that the ollisional
rates used in the present work are lower than the rates
of HCO
+
 H2 urrently used to interpret N2H
+
spe-
tra. Models with high density and low abundane are the
best to reprodue the J=21 line whih suers from self
absorption. Moreover, in the sample of louds we stud-
ied, we nd a weak departure in the abundanes (less
than a fator of 2) to the average N2H
+
abundane of
1.5 10
−10
. Note that for the same sample of louds, the
average value for the abundane reported in Caselli et
al. (2002) is 4 10
−10
. In all these louds, a derease of
the temperature in the inner region below 10 K enables
to reprodue best the observations sine it inreases the
opaity of the J=10 line. On the other hand, an in-
rease of the temperature with radius allows to minimize
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self absorption eets in the J=21 line.
In our sample, several louds have already been ana-
lyzed using ontinuum observations (L63, L43, TMC2,
L183, L1498 and L1489). These studies lead to estimates
for the mean volume density whih are in good agreement
with those derived in this work. Nevertheless, when us-
ing other moleules, the dierenes in density estimates
are more important. Part of the disrepanies may arise
from the dierent spatial distribution within the louds
of eah moleule. Some of them, suh as CO or CS, are
known to undergo depletion in the highest density regions
and an analysis whih assumes a uniform density would
lead to a lower value for the loud density. For the stud-
ies based on NH3, the dierenes are yet unlear sine
both moleules seem to be present in the same regions
of the louds, as shown by the orresponding emission
maps. Possibly, the lower density estimates derived from
NH3 lines may ome from the low ritial densities of
the (J,K)=(1,1) and (2,2) inversion lines, i.e. nc ∼ 104
m
−3
. Sine for the densities of the inner regions of the
dense ores, these lines are thermalized, an aurate de-
termination of the kineti temperature and NH3 olumn
density is still possible while the lines are rather insen-
sitive to the density. Finally, we obtain that the mass
derived for the louds are in general in good agreement
with the estimates obtained from mm or submm emis-
sion analysis and higher than the mass derived from the
observations of other moleular speies.
Note, that the rate oeients used in this work
are alulated for ollisions with He. As disussed in
Monteiro (1985) for the ase of HCO
+
(isoeletroni of
N2H
+
), the larger polarizability of H2 ompared to He
indues strong variations in the orresponding potential
energy surfaes. It entails that the ross setions ob-
tained for HCO
+
H2 are greater by a fator 23 om-
pared to the HCO
+
He ones. In the present work, the
ollisional rate oeients are orreted for the dierene
in the redued masses of H2 and He in the boltzmann
average. This is a rude approximation whih assumes
that ross setions for ollisions with He and H2 are sim-
ilar. Thus, we expet to obtain signiant dierenes, by
analogy with the HCO
+
ase, for the ollisional rates of
N2H
+
with H2. Therefore, the results obtained have to
be regarded with aution and the error on the density
and abundane estimates ould be as large as a fator 2.
The models presented for L1517B and L1498 an serve
as a benhmark for the typial variations that we expet
using dierent ollisional rate oeients. Compared to
the abundanes reported in Tafalla et al. (2004), the val-
ues we have derived in this work are within 5070%.
From N2D
+
lines, we have derived values for the D/H
enrihment in eah loud whih are in reasonable agree-
ment with previous determinations, despite the fat that
the methods used are often dierent. In addition, for
three of the studied louds (L63, TMC2 and the two ores
in L183), we nd that the D/H ratio takes high values
(0.50.7) in the inner part of the loud and dereases in
the lower density outer regions. Suh harateristis are
expeted from theoretial models whih ouple the dy-
namis and hemistry of moleular louds (Aikawa et al.
2005; Roberts et al. 2003). Moreover, these models pre-
dit that a quantitative determination of the deuterium
enrihment ould probe the evolutionary stage of the ol-
lapse. However, as seen in the ase of L1517B, a good
determination of the variation and absolute values of the
isotopologue abundanes needs a good knowledge of the
density struture of the soure. Aording to the obser-
vational data, the two density proles used to desribe
L1517B lead to estimates of the D/H ratio whih are
within a fator of 2.
4. CHEMICAL ANALYSIS
The present analysis of the line proles of N2H
+
and
N2D
+
has allowed to derive the prole and temperature
dependenes together with the overall deuterium fra-
tionation ratio in the various seleted prestellar ores.
Looking at table 3, one may notie that the dedued to-
tal olumn density of N2H
+
varies within a fator of 2
whereas the deuterated ounterpart abundane may vary
by fators larger than 6, whih leads to frationation val-
ues between 0.07 and 0.5.
A detailed hemial disussion on the deuterium fra-
tionation derived from the present observations is beyond
the sope of the present paper and we only want to derive
some general trends from the observations. The presene
of moleular ions in interstellar environments is readily
explained by a suession of ion moleule reations ini-
tiated by osmi ray (CR) ionization of moleular hy-
drogen : H2 + CR → H+3 + H. The H+3 moleular ion
is an eient proton donor and reats with saturated
stable moleules suh as CO, N2, HD to produe HCO
+
,
N2H
+
, H2D
+
. Deuterium enhanement follows when the
temperature is low enough so that H
+
3 + HD deuterium
exhange reation may proeed on the exothermi path-
way as rst proposed by Watson (1974). The H2D
+
thus
produed an further transfer its deuteron to the same
neutral moleules, produing DCO
+
, N2D
+
, at a rate 3
times smaller than in the reation involving H
+
3 , as 2/3
of the reation rate oeient will lead also to HCO
+
and N2H
+
, if statistial arguments may apply. In the re-
ation of H2D
+
with HD, D2H
+
is formed, and a further
reation with HD then leads to the ompletely deuter-
ated ion D
+
3 . These proesses have reeived attention
both in astrophysis (Roue et al. 2000; Roberts & Mil-
lar 2000; Roberts et al. 2003; Flower et al. 2004), and
in hemial physis studies (Gerlih et al. 2002; Gerlih
& Shlemmer 2002). Ramanlal & Tennyson (2004) have
summarized the exothermiities involved in the possible
reations involving deuterated substitutes of H
+
3 and H2,
whih are typially between 150K and 220K. Tempera-
tures as those derived in Setion 3 are thus low enough
to inhibit the ourrene of the orresponding reverse
reations and suitable for deuterium enhanement to o-
ur. The onrmed detetions of H2D
+
in the pre-stellar
ore LDN 1544 (Caselli et al. 2003; Vastel et al. 2006),
as well as the reent detetion of D2H
+
in LDN 1689N
(Vastel et al. 2004) , have provided strong observational
support for this theory. It is important to notie that
the isotopologue ions thus formed (N2H
+
, N2D
+
on the
one hand, HCO
+
, DCO
+
on the other hand) are then
destroyed by the same hemial reations, i.e., dissoia-
tive reombination, reations with the other abundant
neutral speies, possible harge transfer reations with
metals, reombination on grains, ... In the absene of
spei measurements, one assumes that the rate oef-
ients involving hydrogenated and deuterated moleu-
lar ions are equal. The steady state frationation ratios
N2D
+
/ N2H
+
, DCO
+
/ HCO
+
are then diretly equal
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to the ratio of the formation probabilities of N2H
+
and
N2D
+
on the one hand and HCO
+
and DCO
+
on the
other hand.
In the ase of N2H
+
, the main formation route is usu-
ally N2 + H
+
3 , whereas for N2D
+
, the formation hannels
involve N2 + H2D
+
, N2 + D2H
+
and N2 + D
+
3 . N2H
+
may also be produed via N2 + H2D
+
and N2 + D2H
+
if
these ions beome abundant. At steady state, the abun-
dane ratio is given by :
X(N2D
+)
X(N2H
+)
=
X(H2D
+) + 2X(HD+2 ) + 3X(D
+
3 )
X(HD+2 ) + 2X(H2D
+) + 3X(H+3 )
(1)
where X(x) represents the abundane or the frational
abundane of a partiular speies x. This relation holds
if the overall reation rate oeients of N2 with the
various deuterated isotopologues of H
+
3 are equal and if
statistial equilibrium determines the branhing ratios.
High frationation ratios suh as those found in the
studied environments are then diretly orrelated to high
deuteration frations of the deuterated H
+
3 ions whih
an our in highly depleted environments (Roberts et al.
2004; Walmsley et al. 2004; Flower et al. 2004; Roue et
al. 2005). In addition to these reations, N2D
+
(DCO
+
)
may also be formed in the deuteron exhange reation
between D atoms and N2H
+
(HCO
+
).
Density and temperatures are derived from the analy-
sis of the line proles as shown in Table 3. The dedued
frational abundanes of N2H
+
, whih are of the order of
10
−10
ompared to H2, imply a rst onstraint on the de-
pletions, i.e. the available abundanes of the elements in
the gas phase. The deuterium frationation ratio brings
an additional limit on these values and also on other
physial parameters suh as the osmi ionization rate
whih is diretly related to the ionization fration.
Steady state model alulations allow to span rapidly
the parameters spae and to obtain the main physial and
hemial harateristis of the environment. We have
used an updated hemial model desribed in Roue et
al. (2005), where we inlude multiple deuterated speies
ontaining up to 5 deuterium atoms (CD
+
5 ) and the most
reent hemial reation rate oeients. The gas phase
hemial network inludes 210 speies ontaining H, D,
He, C, N, O, S and a typial metal undergoing harge
transfer reations whih are onneted through about
3000 hemial reations. Partiular are is paid to disso-
iative reombination branhing ratios whih modify on-
siderably the hemial omposition of the gas. We mimi
the inuene of the adsorption on grains by using em-
pirial depletion laws of the various elements. Whereas
we x the gas phase abundanes of H, D and He, we
introdue variable gas phase abundanes for the other
elements. The assumed depletion laws are the following
:
nC/nH =1.40 10
−4
[
1− exp (−4 104/nH)]
nN/nH =7.94 10
−5
[
1− exp (−3 104/nH)]
nO/nH =3.50 10
−4
[
1− exp (−4 104/nH)]
nS/nH =1.85 10
−5
[
1− exp (−4 104/nH)]
where nx stands for the elemental volume density of
speies x. At low densities, the values orrespond to the
abundanes observed in diuse and transluent louds
whereas we reover the "standard" elemental abundanes
Fig. 16. N2H
+
frational abundanes ( solid lines, in unit
of 10
−10
) and N2D
+
/N2H
+
abundanes ratio (dashed lines), for
a osmi ray onstant of ζ = 110−17 s−1 (upper panel) and ζ =
510−17 s−1 (lower panel). For eah panel, the results are shown for
louds at T = 7K (faint grey), T = 10K (grey) and T = 15K (blak).
The lowerright box of eah panel shows the ratio of N2D
+
/N2H
+
to the ratio predited using equation 1.
of TMC1 at n(H2) = 10
4
m
−3
. For H2 densities in the
range between 10
5
and 10
6
m
−3
, the elemental abun-
danes of C, N, O and S are in the range of several 10
−5
- 10
−6
, orresponding to depletions of 10 - 100.
We solve the harge balane on the grains and allow
the atomi ions to neutralize on the mostly negatively
harged grains. These proesses are important for the
overall ionization fration of the gas and lead to very low
ionization fration of the order of 10
−9
for densities larger
than 10
5
m
−3
. Suh low values are ompatible with
the derived value by Caselli et al. (2002) from observed
deuterium frationation in dense ores. We show in Fig.
16, both the frational abundane of N2H
+
in units of
10
−10
and the N2D
+
/ N2H
+
ratio for densities ranging
from 10
4
to 10
6
m
−3
and a temperature of 10K. Two
CR values are used to probe the role of this important
physial parameter.
We see that the obtained results span very niely the
values derived from the observations. To model the
N2H
+
emission, it has been assumed that the density
struture was onsisting on a power law. We thus derived
that observed spetra were onsistent with an inrease
of the temperature with radius, and that, depending on
the soure, the N2H
+
abundane was whether onstant
or dereasing outward. Considering the two CR values
assumed we nd that the trend derived from the model-
ing is qualitatively reprodued with ζ = 1 10−17 s−1. On
the other hand, for a higher CR value, the abundane
would tend to inrease with radius.
The models done in setion 3 show that the
N2D
+
/N2H
+
ratio ould reah values as high as 0.5 in
the innermost regions of the louds. Figure 16 shows that
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hemistry predit a N2D
+
/N2H
+
ratio greater than 0.1
for densities higher than 23 105 m−3, with maximum
values of 0.20.3. While the maximum values derived
from the hemial modeling and from observations are
within a fator 2, the trend derived for the ratio, in both
ases, are in good agreement. Atually, for four soures,
we obtained from observations that the ratio should de-
rease rapidly with density, a trend reprodued in the
hemial modeling.
Note that both absolute abundanes and abundanes
ratio have been found to be sensitive to the adopted
depletion law. In ontrast, Figure 16 shows that the
N2D
+
/N2H
+
ratio is rather insensitive to variations of
the temperature or osmi ray onstant, while the N2H
+
and N2D
+
absolute abundanes are strongly hanged. A
variation of the CR value hanges both the abundanes
of H
+
3 isotopologues and of the eletrons, whih are in-
volved respetively in the main N2H
+
and N2D
+
forma-
tion and destrution routes. The larger eieny of for-
mation from H
+
3 isotopologues entails that the absolute
abundanes inrease with CR. Moreover, the similarity
of the formation and destrution hannels of N2H
+
and
N2D
+
lead to nearly equal variations, both with the tem-
perature and CR, whih explains why the isotopologues
abundanes ratio remain idential. Finally, we point out
that the N2D
+
/N2H
+
ratio ould serve as a probe of
the way the C,N,O and S ontaining speies deplete onto
grains, sine other parameters suh as temperature and
the osmi ionization rate just inuene the isotopologues
absolute abundanes similarly.
Figure 16 shows the N2D
+
/N2H
+
ratio derived from
the full hemial network in omparison to the ratio ex-
peted from statistial onsiderations (i.e. equation 1).
Wee nd a reasonable agreement between the two ratio,
the largest dierenes (for T = 15K and ζ = 5 10−17
s
−1
) being of the order of 60%. The largest values in
the full modeling are due to an inreased N2D
+
forma-
tion through the deuterium exhange reation between
D atoms and N2H
+
. For some spei onditions, this
formation route is found eient.
5. CONCLUSIONS
We have derived estimates of the temperature, den-
sity, N2H
+
and N2D
+
abundanes in a sample of old
dark louds, by using a radiative transfer modeling whih
enables to interpret the hyperne transitions of these
moleules. The main onlusions are :
1. Compared to previous studies onsidering N2H
+
,
we generally derive higher densities due to the in-
lusion in the models of the J=21 line. For the
onditions prevailing in dark louds, i.e. TK ∼ 10
K, this line is the optially thikest and, in order
to prevent strong self absorption eets whih are
generally not observed, models with high density
and low abundane are a preferred. Moreover, an
outward inrease of the temperature enables to re-
due the self absorption in this line.
2. In order to reprodue the J=10 hyperne transi-
tions, the total opaity of this line has to be larger
than τ ∼ 10. A way to inrease the opaity and
to still reprodue the other rotational lines is to
derease the temperature in the inner ore below
T = 10 K. For most soures, we enounter a good
agreement with a temperature around T = 8 K in
the entral region of the louds.
3. We analyzed the density struture of the louds
and we took into aount previous studies where
the J=10 integrated intensity, as a funtion of the
position on the loud, were reported. The entral
average densities and the radii of the inner at re-
gions, derived using N2H
+
, are in good agreement
with the equivalent parameters obtained from sub
mm and mm ontinuum observations. Compared
to other studies based on other moleular speies, it
seems that N2H
+
is the only one whih allows suh
a good agreement, sine other moleules provide
systematially lower H2 volume densities. For most
moleules, it still might be possible to oniliate
these estimates by introduing the radial depen-
dene in the moleular abundanes whih are pre-
dited by theoretial studies of dark louds hem-
istry. But, for some speies suh as NH3 whih are
expeted to trae the same medium than N2H
+
,
the origin of the dierene in the density estimates
remains unlear.
4. We derive X(N2D
+
)/X(N2H
+
) whih are in qual-
itatively good agreement with previous studies.
Moreover, for two of the studied louds (TMC2 and
L183 ) where we have observed various positions in
the loud, we nd that the observed spetra are
best reprodued when inreasing the D/H ratio in
the inner dense regions. We note that for these 2
objets a single position analysis lead to the deriva-
tion of a onstant ratio throughout the loud, whih
was smaller than the entral value obtained in the
multi position analysis. Thus, for the other objets,
the ratio we have derived has to be onsidered as
an average value and a entral enhanement of the
D/H ratio annot be ruled out.
Considering studies that deal with the hemial
evolution of protostellar louds, our results are in
qualitative and quantitative agreement with the ex-
peted trend of the two isotopologues (Aikawa et
al. 2005). Reently, the importane of the multi-
deuterated speies of H
+
3 in the hemial network
was pointed out by Roberts et al. (2003) in order to
explain the high deuterium frationation observed
in moleular louds. This work shows that for vari-
ous moleular speies we should observe D/H ratios
approahing unity. Moreover, they show that the
deuterium frationation is partiularly eient in
the ase of N2H
+
. A detailed time dependent study
onsidering both dynamis and hemistry was re-
ported in Aikawa et al. (2005) for the stages prior
to star formation. It onrms that deuterium fra-
tionation an reah high values for N2H
+
and that
the abundane ratio takes larger values in the in-
nermost regions of the louds. From this latter
study, it appears that the frationation is expeted
to inrease with time when the entral density of
the inner region inreases. Thus, the determina-
tion of the deuterium enrihment ould serve as a
tool to probe the stage of evolution prior to the
formation of protostars.
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APPENDIX
Radiative Transfer Models for N2D
+
The rotational and hyperne oupling onstants are taken from Dore et al.
(2004). We have used the dipole moment of N2H
+
, i.e. µ = 3.4 D, to derive the line strengths of the N2D
+
hyperne
lines, aording to equation (2) of Paper I. For the hyperne ollisional rate oeients, we have used the deexitation
rates of N2H
+
olliding with He (Daniel et al. 2005) and applied the detailed balane relationships to derive the
exitation rate oeients (see below).
Figure 1 shows the exitation temperatures, opaities and brightness temperatures of the J=10, 21 and 32
transitions of N2H
+
and N2D
+
obtained under the LVG approximation. The olumn density is the same for both
speies and equal to 10
12
m
−2
/ (km s
−1
p
−1
). In order to derive the rotational line opaities we have to take into
aount the hyperne struture (see Paper I). Exitation temperatures are obtained aording to equation (7) of Paper
I.
The dierene in the exitation proesses for the two isotopologues is a onsequene of their spei rotational energy
struture, and hene, dierent frequenies and Einstein oeients for the rotational lines. For N2D
+
, the frequenies
of the rotational transitions are lower than those of the main isotopologue by a fator B(N2H
+
)/B(N2D
+
) = 1.21.
G.4. Artile IV : N2H
+
et N2H
+
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T=10K T=20K T=30K
j j' Rj→j′ (N2D
+
) δ (%) Rj→j′ (N2D
+
) δ (%) Rj→j′ (N2D
+
) δ (%)
1 0 103.39 -10.6 91.96 -10.7 88.51 -9.4
2 0 58.20 -7.9 47.91 -6.4 42.09 -4.0
3 0 35.04 -4.7 29.15 -6.5 24.98 -9.3
4 0 19.81 -16.5 17.97 -10.4 16.44 -9.4
5 0 19.33 -13.0 18.65 -12.8 18.01 -12.2
6 0 21.78 -2.7 19.41 -5.2 17.84 -4.9
2 1 175.25 0.0 156.25 -2.4 145.50 -3.3
3 1 107.85 5.7 89.89 -1.1 78.69 -3.7
4 1 64.71 -7.0 59.22 -7.6 54.97 -8.4
5 1 61.24 -13.9 55.96 -13.8 52.23 -13.0
6 1 59.52 1.6 53.17 -3.2 48.58 -4.6
3 2 172.15 -5.8 155.22 -5.7 147.37 -5.4
4 2 125.74 -11.7 114.11 -12.9 106.30 -12.8
5 2 112.87 -2.3 100.39 -4.8 90.80 -6.3
6 2 79.06 8.0 73.04 2.1 67.56 -0.9
4 3 196.35 -2.3 182.35 -3.4 173.38 -3.9
5 3 127.69 3.0 119.03 0.2 111.16 -2.1
6 3 95.84 4.2 93.03 2.8 88.18 0.5
5 4 140.44 -2.2 141.22 -0.5 141.61 -0.6
6 4 110.55 3.4 108.73 1.8 104.69 -0.3
6 5 119.72 -3.2 122.05 -0.7 124.50 0.0
TABLE 1
Rotational rate oeffiients for N2D
+
olliding with He, in units of 10
−12
m
3
s
−1
, and perentage differene with
the N2H
+
He deexitation rate oeffiients.
Fig. 1. J=10, 21 and 32 exitation temperature, opa-
ity and brightness temperature of N2D
+
(dashed lines) and
N2H
+
(solid lines) on the left olumn, and of HCO
+
(solid
lines), H
13
CO
+
(dotted line) and DCO
+
(long dashed) on the
right olumn. The olumn density is the same for all moleules
and is 10
12
m
−2/(km s−1 p−1).
Fig. 2. Comparison of exitation temperatures of ortho
H2CO and paraD2CO and line intensity ratio. Note that the
lines quantum numbers orrespond to dierent symetries of the
two isotopologues.
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Consequently, the Einstein oeients are lower for N2D
+
by a fator 1.8, whih results in lower ritial densities
if we assume that the deexitation rate oeients are idential for both speies. This latter assumption has been
heked by omparing the rotational rate oeients of N2H
+
and N2D
+
olliding with He (see table 1). The N2D
+
rate oeients have been omputed by the MOLSCAT
5
ode using the potential energy surfae given by Daniel
et al. (2004). The redued mass of the olliding system has been modied with respet to the N2H
+
alulations.
However, we have assumed that the mass enter for both isotopologues were the same (this enables a straightforward
determination of rate oeients for the deuterated speies). The results are given in Table 1. We an see that for
temperatures ranging from 10 to 30 K, the dierenes between the rotational deexitation rate oeients of the
two isotopologues are < 20%. However, upwards rate oeients are obtained from detailed balane and they will
be dierent for both isotopologues, being larger for the deuterated speies. The dierene is small, of the order of
1020%, for ∆J=+1 transitions, but beomes as large as a fator 4 for higher ∆J . The lower Einstein A oeients
and higher upwards rate oeients for N2D
+
with respet to N2H
+
allow the highJ rotational levels to be more
eiently populated for the deuterated speies. Hene, the eet introdued by the dierent rotational onstants has
to be taken into aount when omputing the level population for both isotopologues. Figure 1 shows that for idential
olumn densities (10
12
m
−2
) the J=10 and 32 lines of N2D
+
have, respetively, lower and higher opaities than
those of N2H
+
. This behavior applies to the whole range of densities explored in our alulations. Nevertheless, the
hange in the ritial density is only apparent for the J=10 line (see Tex panel of Figure 1). The eet is less evident
for the other transitions beause rotational exitation temperatures are obtained from the average of the individual
hyperne Tex (.f. Paper I).
The expeted variation of ritial densities is more obvious when onsidering HCO
+
, H
13
CO
+
and DCO
+
. Figure
1 (right panels) shows that the opaities for eah transition vary similarly than N2H
+
. Moreover, on the Tex panel
of Figure 1 we see that the ritial densities are lower for DCO
+
and H
13
CO
+
than for the main isotopologue. It
is worth noting that the intensity ratios TB(DCO
+
)/TB(HCO
+
) and TB(N2D
+
)/TB(N2H
+
), depend on the volume
density for 10
4
< n(H2) < 10
6
m
−3
(see bottom panels of Figure 1). This behavior is found even for higher olumn
densities. If the olumn densities for the deuterated and main speies are not the same, then the plots in the bottom
panels of Figure 1 should be saled by the assumed olumn density ratio.
The eet disussed above for singly deuterated linear moleules ould be even more important for multiply deuter-
ated speies. In order to evaluate qualitatively this eet we have onsidered the exitation of two asymmetri
top moleules, oH2CO and pD2CO (note that the quantum numbers for orthoformaldeyde and its doubly para
deuterated isotopoloque are the same).
Figure 2 shows the exitation temperature in the optially thin ase (olumn density of 10
12
m
−2
for both iso-
topologues) of dierent rotational transitions of these speies as well as the orresponding line intensity ratios. The
dierene in the Einstein oeients for pD2CO and oH2CO, and the larger upwards exitation rates for the former,
produe an important variation in the exitation onditions of these two moleules. The line intensity ratio varies from
1.7 for the transition 212-111 to 3.4 for the 414-313 one. We stress that this dierene will produe dierent emitting
volumes for eah speies. Hene, the determination of the degree of deuteration an not be diretly related to the
olumn density ratios of the main and deuterated isotopologues.
The eet will be even more important for triply deuterated speies like CD3OH or CD3CN for whih the rotational
onstant A will hange by a fator ≃2.0 and B and C by a fator ≃1.5 (see e.g. Walsh et al. 1998). Thus, the energies
of the CD3OH levels are lower by a fator ≃ 2 ompared to CH3OH. Hene, from detailed balane relationships,
upward ollisional rates will be found very dierent for both isotopologues. The global eet in the determination
of the deuteration enrihment will also depend on the soure physial struture. While the high observed beam
averaged abundane ratios for CH3OH and its doubly and triply deuterated isotopologues an not be ruled out by
these exitation eets (see e.g. Parise et al. 2002, 2004), an exat determination of these ratios should take into
aount the dierent loud emitting volumes of these speies. The impliation for hemial models is obvious sine a
diret omparison of the derived olumn densities will always produe higher deuteration fators than the real ones.
Thus, detailed radiative transfer models have to be arried out to derive orret values for the deuteration enrihment.
5
J. M. Hutson and S. Green, MOLSCAT omputer ode, version 14 (1994), distributed by Collaborative Computational Projet No. 6
of the Engineering and Physial Sienes Researh Counil (UK).
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